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Es anfaltenbe TM D die Urfache deuda, 
daß dieſer dritte Theil der Eulerſſchen Differerzziakrech⸗ 
nung, welcher die (bien neun Capitel des zweyten Theils 
des Driginals, enthä A, jeárer erſcheint e ols er, meinem 
Berſprechen 1 eifeheinen ſollte. Die noch rüd- 
ſtaͤndigen Anmerkungen und Zuſotze mit demſelben zu⸗ 
gleich den Kebhabern der Euleriſchen Schriften zu 
übergeben, wurde erwaͤhntes Hinderniß mich nicht 
abgehalten hoben, wenn nicht die für meine Abſichten 
und Waͤnſche fo kußerſt vortheilhafte lage, in welche 
ich durch des Herrn Curators der Koͤnigl. Preuß. Aka⸗ 
demie der Wiſſenſchaften, des Herrn Miniſters und 
Grafen von Herzberg Excellenz, verſetzt worden bin, 
mich in den Stand geſetzt haͤtte, nach einiger Zeit 
etwas vollſtoͤndigeres und nutzbareres zu liefern. Wenn 
Manner, bon denen es ungewiß iſt, ob die Staaten oder . 
die Wiſſenſchaften Ihnen mehr verdanken, und deren 
Devnomen, um den Schein der Schmeicheley zu ver— 
meiden, die Zeitgenoſſen der Nachwelt uͤberlaſſen, 
tesi X2 Arbei⸗ 
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Arbeiten ee Bepfalls und Ibrer Belohnung E 
unmerth achten, deren Unternehmer fid) keines andern 
Verdienſtes, als des, eines redlichen Strebens, bewußt 
find: fo wird verdoppelter Eifer unerlaͤßliche, heilige 
Pflicht. So weit es das geringe Maaß meiner Kräfte 
nicht hindern wird werde ich mich bemühen, ſo bald 
als moͤglich durch eine beſondere Schrift: Ueber die 
Differenzial⸗ und Integral Rechnung uͤber⸗ 
haupt, und die Anwendung derſelben auf die 
Geometrie ins beſondere, öffentlich zu zeigen, daß 
ich die mir ertheilte Ehrenvolle Belohnung ſtets als 
den flärfften Bewegungsgtund zu vergrößerter Thaͤtig⸗ 
keit betrachten werde. a Berlin 2 em 24m Geng 
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Vollſtaͤndige Anleitung 


zur 


Differenzial- Rechnung. 


Dritter Theil, 
oder | | 
des zweyten Theils des Originals 
welcher 


den Gebrauch der Differenzial-Rechnung in der 
Analyſis des Endlichen, ſo wie auch in der Lehre 
von den Reihen enthaͤlt 


zweyte Abtheilung. 
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Zehntes Capitel. 
Von den größten und kleinſten Werthen der vom 
aͤnderlichen Größen, 


| $ 250. 

Wan eine Funktion von x fo beſchaffen ift; daß fie wm 
unterbrochen mit waͤchſt und abnimmt, fo hat dieſe Funk⸗ 
tion keinen größten oder kleinſten Werth. Denn man mag 
einen Werth dieſer Funktion nehmen was fuͤr einen man 
will, ſo ſind die folgenden allemal groͤßer, und die vorherge⸗ 
henden kleiner. Eine ſolche Funktion iſt z. B. x3 T *; weil 
der Werth davon allemal, wenn x waͤchſt, größer, und wenn 
x abnimmt, kleiner wird: weswegen auch dieſe Funktion 
nicht anders einen groͤßten Werth bekommen kann, als 
wenn x der groͤßte, d. h. ein unendlicher Werth beygelegt 
wird, und kein Kleinſtes giebt, außer wenn man x — oo 
ſetzt. Iſt hingegen eine Funktion von der Art, daß ſie nicht 
ſtets mit x wächft und abnimmt, fo muß fie irgendwo einen 
größten oder kleinſten Werth haben, d. h. einen ſolchen, 
der groͤßer oder kleiner iſt, als die vorhergehenden. So 
bekommt dle Funktion xx — 2x } 3 den kleinſten Werth, 
A 2 wenn 
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wenn man x — 1 fest, denn bep jedem andern Werthe von 
x wird ihr Werth größer, 


A 251. 

Um aber die Natur der größten und kleinſten Werthe 
deutlicher kennen zu lernen, wollen wir annehmen, daß y 
eine ſolche Funktion von x fep, daß fie einen größten Werth 
bekomme, wenn man x — f fet; wo alfo in die Augen 
fällt, daß wenn x größer oder kleiner als f angenommen 
wird, der daraus entſpringende Werth von y kleiner ſeyn 
werde, als der, den x — f giebt. Auf eine aͤhnliche Art 
muß, wenn die Funktion y einen kleinſten Werth bekommt, 
wenn man x — f fest, der Werth von y ſtets größer mer: 
wenn man x kleiner oder größer als f annimmt; und dies 
ift der Begriff, welchen man mit den abſoiuten größten und 
kleinſten Werthen zu verbinden hat. Außerdem aber ſagt 
man auch, daß die Funktion y einen größten Werth be: 
komme, wenn man z. B. x — f febt, wenn nur dieſer 
Werth groͤßer iſt, als die zunaͤchſt folgenden oder vorher⸗ 
gehenden, die ſich ergeben, wenn man x um etwas gerin⸗ 
ges größer oder kleiner als k werden läßt; wenn auch gleich 
die Funktion y bey andern Werthen von vielleicht einen 
groͤßern Werth erhält. Eben fo legt man der Funktion y 
bey x z einen kleinſten Werth bey, wenn derſelbe nur 
kleiner iſt, als diejenigen, welche man findet, wenn man 
für x zunächft größere oder kleinere Werthe als k ſetzt. 
In dieſer letztern Bedeutung werden wir nun die Benen⸗ 
nungen, groͤßter und kleinſter Werth, gebrauchen. 


$. 252. ö 


Ehe wir aber die Art und Weiſe erklaͤren, dieſe groͤß⸗ 


ten und kleinſten Werthe zu finden, muͤſſen wir bemerken, 
daß 


L 


Bon den größten und Fleinften Werthen e. 5 


dieſe Unterſuchung eigentlich nur bey den Funktionen von 
x Datt finde, welche wir oben (Einl. in d. Anal. d. Unend⸗ 
1. B. I. Cap.) einfoͤrmige Funktionen genennt haben, 
und welche von der Art ſind, daß ſie fuͤr jeden beſtimmten 
Werth fuͤr x nicht mehr als Einen beſtimmten Werth be⸗ 
kommen. Zweyformige und vielfoͤrmige Funktionen fin 
gegen haben wir durch ſolche erklart, die für jeden ber 
ſtimmten Werth für x zwey oder mehrere Werthe erhalten, 
dergleichen die Wurzeln der quadratiſchen und uͤbrigen fb» 
bern Gleichungen find. Iſt daher y eine ſolche zwey oder 
vielfoͤrmige Funktion, ſo laͤßt ſich nicht eigentlich ſagen, 
daß fie, wenn man x Sk ſetzt, einen groͤßten oder kleinſten 
Werth bekomme. Denn da fie, wenn man x St fett, 
zwey oder mehrere Werthe zugleich erhaͤlt, und die vorher⸗ 
gehenden und nachfolgenden Werthe ebenfalls mehrfach 
ſind: ſo laͤßt ſich der groͤßte oder kleinſte Werth nicht ſo 
leicht beurtheilen, es muͤßte denn ſeyn, daß von allen die⸗ 
ſen Werthen nicht mehr als einer reell waͤre, in welchem 
Falle die Funktion als eine einfoͤrmige betrachtet werden 
kann. Wir wollen alſo zuvoͤrderſt die einfoͤrmigen Funk⸗ 
tionen und diejenigen vielfoͤrmigen betrachten, die als ein⸗ 
förmige behandelt werden koͤnnen, und dann zeigen, wie 
ſich das Gefundene auf die übrigen vielförmigen Funk⸗ 
tionen anwenden laſſe. 


d 253. » 

Es ſey affo y eine einförmige Funktion. von x, tic das 
her für jeden Werth von x einen reellen Werth bekom⸗ 
men wird; und dabey bedeute x den Werth, wobey die 
Funktion y einen größten oder kleinſten Werth erhaͤlt. Im 
erſten Falle muß, wenn man x Fe oder x — « für x fett, 
der Werth von y kleiner, und im letzten Falle großer wer⸗ 
A 3 den, 
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den, als wenn a — o iſt. Da alſo y, wenn man PE 
für x fest, in / 
= 'a2ddy 25455 e4d4y ,. 
d 2dx? t 6dx$ Le e 24dx4 t Hn 
unb wenn man x — « für x fett, in tat 
our 42ddy ` ei d3y «4day 
1 dadas 2dx2 6dx3. ` 24dx4 ` 
MAS 8 48.51.) fo muß, wenn ber Werth von 
y ein größter iſt, 
D Sch ai addy ei diy 
o ts 
: n «2ddy adi 
ER dors Edi ^dds2 e be 
und wenn der SES von y ein kleinſter iſt, 
SCT a?ddy , a3d3y 


dec. 
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e dieses > pn muß, der Werth von e fen fo 


klein als er wolle, fo wollen wir o fo klein annehmen, daß 
die HöhernPoteftäten davon aus der Acht gelaſſen werden koͤn⸗ 


nen, und dann muß, ſowohl wenn der Werth von y ein groß⸗ 


ter als wenn er ein kleinſter ſeyn foll, Zä .o ſeyn. 
dE As ei «Ih u i52, 2905 u Via CG 


dein ib x 1 1734 4 
Denn wofern nicht 777 = o wäre, fo könnte auch der 


Werth von y weder ein groͤßter noch ein kleinſter ſeyn. 
Hieraus ergiebt ſich fuͤr die Erfindung ſowohl der groͤßten 
8 VW der kleinſten Werthe 9i Regel: Man fege das Dif⸗ 
feren⸗ 


r 


4 * 
Von den größten und kleinſten Werthen v. o 


ferenzial der Funktion y o, dann iſt der Werth von 
x, wobey die Funktion ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes wir D, 
die Wurzel dieſer Gleichung. Hierdurch wird indeß noch 
nicht entſchieden, ob der gefundene Werth von y ein größe 
ter oder ob er ein kleinſter ſey, ja es kann ſich ereignen, 
daß Y weder ein Groͤßtes noch ein Kleinſtes e Wir 


Haben, verte bloß gefunden, daß ih [UT ia z 2 Zeg : 
d aber nol béfatilitet' af oben, 1 G e 


ein größter oder ein kleinſter Werth für y entſtehe. 


p Hao 6% nad not K. E „Dr nod yenid 9j : 
125 Um. inbefr die Falle, wo y einen größten oder einen 
kleinſten Werth hat, zu unterſuchen, muß man zuvörderſt 


das Aifterengiah) Dë SEN Funktion e FF o fe&en ; unb. 
ds? der Gleichung e = o alle Werthe bot aufſuchen. 

(S ZUM dx e) gi 1 D UTE NE Hi Ti 1 N 
Eos dieſe gefunden, fo mi man ferner erwägen, afr 
y dabey ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes oder keins von bes 
den werde? denn wir werden zeigen, daß y auch weder, en. 
opge? méi dënnt febn kann, wenn gleiche Me 


"nn w qi ip (53 


it ES m ere po den, Werthen von x die fib aus 
24 gioun 2 ka eo ergeben; uud dobeh werde, simi 


4i 8 20 nat att or Pai 
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Funktion! y, wenn man TN x ber in F uͤber, fo wird e 
wenn. RER für x ſetzt, iin a 
sin : A 4 ` p 


gt Drittel Theil. Zehntes Capitel. 
—— Zeie Lese Mice uisi uias] 
up" wein man LE e für; x Fer, du : us e 
E, A — 3434 Les eg — 206. geg 
dewandeltz und hieraus erhellet, wenigſtens wenn eine: 
ſehr kleine Große bedeutet, daß, wenn p poſitiv ift; beide 
Werthe großer ſeyn werden! als F/ und daß folglich 1 der, 
Werth von F, den die Funktion y bey x — f erhält, ein 
Ei inſter (ft; Wenn aber p. negativ. ift, f iſt der Bert, 
von reg ßter. f 1 
309113 x 38] ee NT aga 209 rend 
- " 256. 

Iſt hingegen p — o, ſo muß man den Werth von q 
betrachten; und 'iſt derſelbe nicht — o ſo (ff der Werth von 
y weder ein größter noch ein kleinſter. Denn feet man’ 
NFF, ſe Wird E T 3439 F, und ſetzt man x E 
e fo wird F eg. Iſt aber q o, fo muß 
man r unterſuchen, und iſt dieſe Groͤße poſitiv, ſo iſt der 
See den die Funktion P bey  z& f befämntt; ein Klein⸗ 
fes? und wenn fie Regatio: iſt, ein Groͤßtes. Verſchwindet 
auch r / Yo muß man den folgenden Buchſtaben s betbach⸗ 

j ten, id dabey auf eine ähnliche Art urtheilen als vorhin 
bey gd Iſt nemlich s nicht So, fo ift die Funktion F me 
der ein Kleinſtes noch ein Größtes; iſt aber auch s o, fo: 
Etat der folgende Buchſtabe t, wenn er Being. iſt, ein 
Kleinſtes, ſo wie, wenn er negativ iſt, ein Größtes an. 
Siem aber duch tbrrſchwindet, ſo muß man, ee : 
auf eben dleſe Art, koch weiter fortgehen. Nach diefer - 
Methode laßt ſich von einer «jeden Zeg der Heer 
SACH finden, ob dabeg die Funktion y cin Größtes oder 
sin e geg keins von beyden gebe, und folglich 


* alle 


Bon den größten und kleinſten Werthen c. a 


alle größte und kleinſte Werthe, ile bie nins y We 
9 kann, entdecken. act 2 


D 


* 1 


ur Sec? 


"Bs ar? die Stich 4. 0 Q zwey gleiche Bir 
pii bat, p daß — seta ein pm von ihr 


% R er wenn man SZ ES 1 sud = ind 


die,  Bunftion IT einen ez +2 einen ‚Heinen 


Wert Wenn, ate die aam l Zoo en gleiche 


E en dy: 43 : 
wenn man x — f ſett, Cem 0, Aë rs idt 


day : Tue ; : 
A Iſt daher dieſes Glieb-pofitio, fo zeigt es ein Klein⸗ 


= Ké es aber SE ein — 5 an. 3 e 


yr pit der ie Are? * (e ein 0 bes ein 2 
fiet Werth zu, wenn n eine ungerade Zahl iſt; wenn aber 

n eine gerade Zahl iſt, fo giebt dieſe 3 
véi Drëe noch ein Kleinſtes. 


; Isd is K 2585: 2575 19099 
CH ipte kann man fid) die Erfindung der größte 
und kleinſten Werthe öfters durch folgende Betrachtungen 
erleichtern. Es muß in allen Fällen; wo die Funktion y 
ein Piae oder ein Kleinſtes wird, auch jedes Vielfache 
A 3 von 
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von iff ay, wenn a eine poſitive Zahl ift, desgleichen ys, 
55, 57, ꝛc. und überhaupt ya, wenn n eine ungerade Zahl 
und poſitiv iſt, gleichfalls ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes ſeyn, 
weil dieſe Formeln ſo beſchaffen find, daß fie mit y wachſen 
und abnehmen. Ferner muß in allen, Hallen, wo y ein 
Groͤßtes oder ein Kleinſtes wird, X — ay, dee ay, 
und überhaupt b — a yn, wenn n eine ungerade poſitive 
Zahl ift; am umgekehrter Ordnung ein Kleinſtes oder ein 
zy e e ? a a a 
Speed, Auf a Art werden xg 5 
und überhaupt a. = + b, wenn a L Dt GEN mp 


ungerade RR Zahl bedeutet * * y ein Größtes oder 
ein Kleinſtes iſt, umgekehrt kleinſte o oder „größte Wert GH 
wenn aber a eine negative Zahl ift, fo- find dieſe Ausdrücke 


größte, Werthe, wenn y ein Sri und kleinſte Werthe, i 


wenn y ein Waves je 
SC es 1 1 Viez 
Ke ER e TIR 
Auf die geraden Poteftäten laͤßt ſich aber dieſe Betrach⸗ 
tung. d anwenden. Denn da die geraden Poteftäten Ke? 
54, ic. poſttib werden, wenn y negativ iſtz ſo kann es fb 
eveignen, daß, wenn y einen kleinſten Werth) nemlich einen. 
negativen, erhält, die geraden Poteſtaͤten deſſelben größte 
Werthe werden. In Ruͤckſicht hierauf koͤnnen wir behaup⸗ 
ten, daß, wenn y ein Größtes oder ein Kleinſtes und ſein 
Werth pofitío ift, auch feine geraden Poteftäten ya, ya, 
ꝛc. geößte oder kleinſte Werthe; hingegen, wenn der r nega⸗ 
tive Werth von y ein Größtes ift, das Quadrat yy ein 
Kleinſtes, und umgekehrt, wenn der negative Werth von 
y ein Kleinſtes ijt, y2, y4,2c. größte Werthe ſeyn werden. 
Wenn die Exponenten von y gerade negative Zahlen ſind, 
80 * N ſo 


— 


Von den groͤßten und kleinſten Werthen ꝛc. T3 


ſo findet das Gegentheil ſtatt. Uebrigens gilt das, was 
wir hier von den geraden und ungeraden Exponenten an⸗ 
gemerkt haben, nicht bloß, wenn dieſe Exponenten ganze 
Zahlen, ſondern auch wenn ſie Bruͤche ſind, deren Renner 
zu ungeraden Zahlen gehoͤren. Bey der gegenwärtigen 
Unterſuchung kann man nemlich Bruͤche wie 5, J, 2, 5, 2, 
x. als ungerade, und Brüche wie 2, $, 27$, 9, 26 als gei 
rade Zahlen anſehen. ; 


$. 260. 


Wenn aber die Nenner gerade Zahlen find, fo läßt, 
fi, da bey einem negativen Werthe von y die Poteftäz, 
ten yi á PR xc, imaginaͤr find, bloß das behaupten, daß, 
wenn der poſitive Werth von y ein Groͤßtes oder ein Klein⸗ 
ſtes ift, auch 753 y E &c. gleichfalls größte ober kleinſte 
Werthe, hingegen y— 2; y à; y *; ic umgekehrt 
kleinſte oder groͤßte Werthe ſeyn werden. Da uͤberdem 
dieſe Irrational-Groͤßen einen doppelten Werth, einen 
pofitiven und einen negatigen, haben, ſo gilt in Anſehung 
ihrer negativen Werthe das Gegentheil von dem, was wir 
in Anſehung ihrer poſitiven Werthe behauptet haben. 
Wird aber der negative Werth von y ein Größtes oder ein 
Kleinſtes, fo kann man die Poteftäten deſſelben mit gebro⸗ 
denen Exponenten, deren Nenner gerade Zahlen find, weil 
fie imaginaͤre Groͤßen werden, weder zu den groͤßten noch 
zu den kleinſten Werthen rechnen. Durch dieſe Betrach⸗ 
tungen wird oͤfters bie Unterfuchung der größten unb klein⸗ 
ſten Werthe ſehr leicht, wenn dieſelbe ohne ſie mit vielen 
Schwierigkeiten verknuͤpft ſeyn würde, 


. a6r. 
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$i ; vg. 261. 

m eg 5 sherige eigentlich die rationalen age 
nen betrifft, indem dieſe allein einförmig Sab. fo wollen 
wir nun zuvoͤrderſt die ganzen Funktionen betrachten, und 
die groͤßten und kleinſten Werthe, die dabey vorkommen, 
zu finden ſuchen. Da nun der Deeg Ausdruck dieſer 
Funktionen folgender iſt: f 

xn F Axn-I 4 Bxn-2 T Cxt-5 4 Dxn-4 ka 
fo fällt zuerſt in die Augen, daß fie keinen groͤßern Werth 
bekommen koͤnnen, als wenn & — geſetzt wird. Setzt 
man xz — o, fo wird der Werth der angefuͤhrten For⸗ 
mel = en, wenn n eine gerade Zahl ift, und = — oc», 
wenn n eine ungerade Zahl bedeutet, und dies iſt daher 
unter allen Werthen der kleinſte. Es giebt aber außerdem 
oft andere groͤßte und kleinſte Werthe in dem Verſtande, 
den wir $. 251. feſtgeſetzt haben, und davon wollen wir nun 
einige Exempel anfuͤhren. 


Erſtes Exempel. 


Wie Werthe v. von x zu finden, wobey die TS (Xa) 
ein Groͤßtes oder ein Wn wird, 


Sete man (x — a)" — y, fo witd 2 = — ea 


und fett man enge o, fo EE * 4. Da nun x 
den Faktor (x ahn- hat, ſo erhellet aus 5. 257, daß y 
kein Größtes oder Kleinſtes ſeyn kann, wofern nicht n—ı 
eine ungerade oder n eine gerade Zahl iſt. Da abet, indem 
x H "asy 7 
da 7 ala e Gene e 5 


Sp id eine pofitine Set ift, fo folgt, daß der Werth, 
den 


d 
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den y durch die Subftitution == a erhält, ein Kleinſtes 
ſeyn werde, [$.255.]. Auch fällt dieſes bald in die Augen. 
Denn ſetzt man x — a, fo wird y — o, und wenn man x 
‚größer ober kleiner als a annimmt, fo bekommt allemal y, 
weil n eine gerade Zahl ift, einen poſitiven Werth, der 
folglich groͤßer als o ift. Bedeutet aber n eine ungerade 
Zahl, fo hat die Funktion y= (x a)n weder ein Groͤß⸗ 
tes noch ein Kleinſtes. Eben dieſes findet Datt, wenn n 
eine gebrochene, gerade oder ungerade Zahl iſt. Es iſt 
2 x - 
nemlich (x —2)", wenn man x —a fett, ein Kleinſtes, 
wofern „ eine gerade unb eine ungerade Zahl ift, find 
aber beyde Buchftaben ungerade Zahlen, ſo findet babep 
weder ein größter noch ein kleinſter Werth ſtatt. 


Zweytes Exempel. 


Die Faͤlle zu finden, in welchen der Werth der Formel 
xx 3x 2 ein Größtes oder ein Bleinſtes wird, 


Setzt man xx T 3x T 2 — y, fo wird S Se 2x I 3, 


dd 
LL = 1, Macht man alſo ax F3 — o, ſo findet ſich 


x — — 3; unb dabey erkennt man aus bem Werthe 
dd à 

SE = ı, ob der Werth von y durch die Subftitution 
x zz — 3 ein Größtes oder ein Kleinſtes geben werde. Wie 
nenlich auch x befafen if fo muß y, ba ZC 
ſitiv iſt, ein Kleinſtes werden. Es erhält aber y durch die 
Subſtitution x — — 3 ben Werth — 4. Auch erkennet 
man aus der Beſchaffenheit der Formel xx T 3x Ta ſelbſt, 

daß 


Dei Dër 
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baf ift ein kleinſter Werth zukommen mäi: denn da ihr 
Werth unendlich wird, ſowohl wenn man x A e als 
== c ſetzt, fo muß fie durch ae einen en von x 
ein qwe werden. 


Drittes Exempel. 


Die Faͤlle zu finden, in welchen der Ausdruck x3 —axx 
T bx — c einen größten oder kleinſten Werth bekoͤmmt. 
Setzt man y = x3 — axx $ bx — e, fo wird 
ddy: : d3y - 
24 75 = 3x — a; mt 
Man mache alſo 3xx — 2ax T b So, ſo wird x — 


2 s 
a X. y (as — 36) 35) und hieraus erhellet, daß die Sue 


dy 
ze 3 SR Tb; 


bene Formel, wofern nicht aa > 3b ijt, weder einen Klein: 
ſten noch einen größten Werth haben wird. Wenn aber 
aa > 2b ift, fo wird fie in zwey Fällen ein Größtes oder ein 


Aleintes. Esfolgtnemlich hieraus ST. = y (aa — 3b), 


und daraus fíebt man, daß, wofern nicht aa = 3b ift, der 


Werth x Gs — — die Formel y — x3 — 


a xx [bx — e einen kleinſten, der andere Werth x = 
le e einen größten Werth ertheilen 
werde. Was aber die Größe dieſer Werthe von y betrifft, 
ſo iſt, da 

aux — 2ax b o, oder GR Jaxx T ibx eo 

Hn ug apod onum. 


und da faxx — —x 5 s — zoif, ferner 


yo 
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ven ve ae e 
daa zb) (aa 3b) ab AS Y m 
1 A = 
82 ^ 9 
^p — SEN 2 
d © Fu), 
wo das das obere Zeichen fuͤr den kleinſten und das untere 
fuͤr den groͤßten SEN . 9 iR 855 noch der Fall 


pe wenn aa z— > e das fol⸗ 


- hat die go⸗ 


a 
gebene Formel in dieſem gate weder einen Ria noch 
einen kleinſten Werth. 


Viertes Edel 
Die Sälle zu finden, wo folgende Funktion von xt: 
x4 — 8x3 T 22x2 — 24x T 12 
einen größten oder einen Elcinften Werth bekoͤmmt. 
Setzt man y 22 x^ — 8x3 + 2222 — 24x + 12, fo 
wird d 


d . 
esse E 


ddy 


eebe 6x2 — 24x f 22. 


Setzt man alfo a = 483 — 24x? T 44x — 24 = o, oder 


x3 — 6x2 t rix — 6 o, fo bekoͤmmt man drey reelle 
Werthe fuͤr x; 
Laser II. x 2 23 Hl x-3 
Bey dem erſten Werthe wird EW == 4, unb alfo y bey 
E Këst 


* 
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* l ein Kleinſtes. Bey dem zweyten Werthe wird 


där CA ^ ; ^ 
Sie — 2, unb folglich y bey x Lg tin € Größtes, 


Vey dem dritten Werthe wird Z LL = T 4, unb folglich 


die gegebene duse abermals ein Seife. 


H Exempel. 


ge ift die Funktion y — x* — 5x4 Zen ® I gegeben; 
man (oll beftimmen, in welchen Sällen fie ein Groͤßtes 
oder ein Kleinſtes wird. 


— 


Da 2 — 5x4 — 20x3 + 15xx ift, fo formire man 


die Gleichung: x4 — 4x3 T xX Doo, deren Wurzeln 
ſind: 1 und II. x o; III. 4 =I; IV. . — 3. Da die 
beyden erſten Wurzeln gleich ſind, ſo geben dieſelben weder 


ein Grblites noch ein Kleinſtes, denn es wird == =o 


aber A55 verschwindet nicht. Die dritte Wurzel x ext 


; dér _ in dér. 
e giebt, da iis te 10x3 — 3ox* T 15x ift, A 
und in dieſem Falle hat alfo die Funktion einen größten 
Werth. Aus der vierten Wurzel fließt LL = 15, und 
dabey ift alfo die gegebene Funktion ein Kleinſtes. 


: Sechs⸗ 
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Sechstes Exempel. 
Die Faͤlle zu finden, wo 2. Formel: 
y 7 10x26 — 1228 T ı5x4 — 20x3 + de 
ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes wird. 


es ift. alfo 
331 4L = ën? — 6oxa > 6ox3 — Gore, und = 

60dx2 
Setzt man nun ass — x4 HR aa, fo hat diefe 
Gleichung, da fie, mit x2(x — 1) (xx du) = o einer- 
ley iſt, zwey gleiche Wurzeln x = o, und außerdem die 
Wurzel x =, und zwey aus der Gleichung xx Är o 
entſpringende imaginäre Wurzeln. Da glſo die beyden 
—— SES Sher. ein ee gue ein Kleine 


= 5x4 2 4x3 T 323 — fx. dd 


trachten übrig, und da te r =, iet fe op 
e e itive un ein Be an, 


ern D . 
AIC Ar 


D e. 2 55 
ge hängt RSA Bekimmung; ber größten em Ces 
ſten Werthe von den Wurzeln der Differenzial⸗Gleichung 


SE = Gab, und da die Hat Poteſtät von x in diefe 


Oleichung einen Grad giebrigerdh als in der gegebenen 
Funktion y, vorausgeſetzt, daß y: eine ganze rationale 
Funktion bedeute: ſo iſt offenbar, daß uberhaupt die groͤß⸗ 
ten und kleinſten Werthe der Gunftion. 30 154 

xn ed Axu= E xn Can=3 7 Dx nag da, N 
durch; die Wurzeln folgender Gleichung beſtimmt werden: 
ul. Diff R. 3. Ch. od. a. Ch. a. Abth. 5 nxu- A 
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xn. * /n INA Cn -e T (n—3)Cx2-4 rc 
ES 0. 

Wir wollen annehmen, baf die reellen Wurzeln. diefer Glei⸗ 
chung, nach „Ihrer Große e geordnet, 4% 6, y, 9, €. und alfo 
„die größte Wurzel, 8 kleiner als «, v kleiner als 8, xc. 
ſey. Sind nun zuvoͤrderſt alle dieſe Wurzeln unter einan⸗ 
der ungleich, fo exhaͤlt die gegebene Funktion bey einer 
jeden einen groͤßten oder kleinſten Werth, und es hat dem⸗ 
nach die Funktion ni viel größte oder kleinſte Werthe, 


als die Gleichung J = 0 reelle ungleiche Wurzeln bat. 


Wenn aber zwey oder Lehrers Were einander gleich 
ſind / ſo geben zwey gleiche Wurzeln weder ein Groͤßtes 
noch ein Kleinſtes; drey gleiche Wurzeln gelten hier fo viel 
als eile; und überhaupt entſreht aus jeder geraden Anzahl 
gleicher Wurzeln weder ein Größtes noch ein Klelnſtes unb 
aus jeder ungeraden Anzahl welche Wurzeln Ein Größtes 


ge diem ids os an vi d frm 
* na 86.4% 017805 og 516 


Was fuͤr Wurzeln größte und was fuͤr Sieg kleinſte 
Werthe geben, läßt ſich ohne Huͤlfe der vorher gegebenen 
Regel auf folgende Art befiminóh 2/9 die Funklion y, 
Wänn man ie r os ſetzt, ebenfalls unendlich wird, und die 
Werthe von x, CH zwiſchen es unde fallen, weder ein 
Groͤßtes noch ein leinſtes geben: ſo iſt klar, daß die Wer⸗ 
they welche man fuͤr die Funktion 5 findet, wenn man für 
Krach unde nach die vém^oo bis zu w liegenden Werthe 
DE ununterbrochen abnehmen muͤſſen; und es wird da⸗ 
her der Werth xder Funktion 2 einen groͤßern 
Werth erthellen, als x Da "alfo /x = entweder 
ein Größtes oder an lente gerett ſo muß in 
Sg ` S NT ...t. AA dieſem 


Von den Mößten und ffeinffen Werthen sc. 19 


dieſem Falle die Funktion y nothwendig ein Kleinſtes wer⸗ 
den. Faͤhrt man daher fort x zu verändern, oder fett 
man x = » — , fo wird der Werth von y wieder made 
fen, bis x — 8 wird, und dies ift die zweyte Wurzel der 


Steigung 9 o, die entweder ein Groͤßtes oder ein 


Kleinſtes giebt. Es wird demnach dieſe zweyte Wurzel 
X ein Größtes geben, und der Werth x = — den 
Werth der Funktion y kleiner machen als x = €, bis man 
zu x kommt, wodurch von neuem ein Kleinſtes erzeugt 
werden wird. Man ſieht hieraus, daß die erſte, dritte, 
Fünfte Wurzel u. f. f. der Gleichung 2 có Kleinſte, die 
zweyte, vierte, ſechste hingegen u. f. w. Größte geben. 
Zugleich erhellet, daß das Kleinſte und Groͤßte, wenn zwey 
gleiche Wurzeln da ſind, zuſammenfallen, und alſo weder 
ein . noch ein Kleinſtes ſtatt finde. 


$. E 


"à ap daher in, einer Funktion 
ya A- T paesi T C= pano 770 
der Mob Exponent n eine gerade Zahl, fo ift die Bra 


— , af "Beete? + es 


Se, Gleichung von einem ungeraden Grade, und hat 
folglich entweder eine, oder fren, oder fünf oder über 
haupt eine ungerade Menge reeller Wurzeln. Iſt nur eine 
Wurzel reell, fo giebt dieſelbe ein Kleinſtes; find drey 
Wurzeln reell, ſo giebt die größte ein Kleinſtes, die mit⸗ 
telſte ein Größtes, und die Kleinſte wieder ein Kleinſtes; 
ſind fünf Wurzeln reell, fo hat die Funktion y drey kleinſte 
und zwey groͤßte Werthe u. ſ. f. Druckt hingegen der Ex⸗ 


B 2 ponent 
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ponent n eine ungerade Zahl aus, ſo iſt die Gleichung 
x zo cine Gleichung von einem geraden Grade, und 
hat deswegen entweder gar keine, oder zwey, ober vict, 
oder ſechs reelle Wurzeln u. ſ. f. Im erſten Falle hat die 
Funktion y weder einen groͤßten noch einen kleinſten Werth: 
im andern Falle, oder wenn zwey reelle Wurzeln da ſind, 
giebt die größere ein 5 und die kleinere ein Gräfe 


tes: und hat die Gleichung 2 I — vier reelle Wurzeln, 


ſo erzeugen die erſte (welche d größte ift) und die dritte 
ein Kleinſtes, und die zweyte und vierte ein Größtes, Leben 
haupt wechſeln, die Anzahl der reellen Wurzeln mag ſeyn 
welche fie will, die kleinſten und größten Werthe mit eim 
zn = 


a 


` D 265. "y deste - 
Nun wollen wir uns zu der andern Gattung der ein⸗ 
foͤrmigen Funktionen, oder zu den rationalen gebrochenen 


Funktionen wenden. Es pe y er 2a umb P; unb Q Funk 
tionen von x. Legt man hier der Größe x einen fien 
Werth bey, daß Q Do wird, fo ift offenbar, daß y in 
eine unendliche Groͤße uͤbergeht, wofern nicht auch zugleich 
P verſchwindet, und es ſcheint daher in dieſem Sat eit 
Größtes zu entſtehen. Gleichwohl darf man deen nicht 


éniebmgs. ar da der umgekehrte Bruch 2 in eden 
den Fallen ein sote wird, in welchen 5 einen größten 


| Sg vier wüßte dl 2 ein Ricinfled- werden, aen 
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Qverſchwaͤnde. Allein dieſes findet nicht allemal ftatt, 
weil es auch noch kleinere oder negative Werthe geben kann. 
Hierdurch wird zugleich die vorhin gegebene Regel beſtäͤ⸗ 
tigt, daß man die größten und kleinſten Werthe aus bet 


Gleichung 2 So entwickeln muͤſſe. Man ſuche alfo in 


dem gegebenen Falle 
dy OdP - Pd 
E — uta — 
dx QOdX- 
und fege darauf QdP - PaQ — 0; fo werden die Wur⸗ 
zeln Dieter Gleichung der Funktion y entweder einen größe 
ten oder einen Fleinften Werth erteilen, ^ Entſteht ein 
Zweifel daruͤber, ob der gefundene Werth ein groͤßter oder 


ein kleinſter fep, fo muß man die Gleichung 472 zu Huͤlfe 
nehmen. Iſt der Werth derſelben poſitiv, ſo iſt dies ein 
Kennzeichen eines kleinſten Werthes, ſo wie der negative 
Werth E (x Größtes anzeigt; und verſchwindet der 


Werth von ^ welches allemal gefchiehet, wenn die Glei⸗ 
chung x = o zwey ober mehrere gleiche Wurzeln hat, fo 
muß man ſich daran erinnern, daß gleiche Wurzeln in op 
rader Anzahl weder einen groͤßten noch einen EN 
Werth geben. 
at Erſtes Exempel. 
Die Zäite zu finden, in welchen die Funktion 
. H " Dr x A 
Tx: 
© einen größten oder kleinſten Werth bat. 
Hier fällt ſogleich in die Augen, daß die gegebene 
Eu in drey Fällen, nemlich, wenn man x = oo, 
B 3 X = O, 
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, e ER, berſchwinde, und es muß bw 
her dieſelbe zum —— zwey größte oder zwey kleinſte 
Werthe haben. um dieſe zu finden ſetze man y. Cres 


fo i. ar à 15 d ar 
2 = Y — xx day 5 


r SE "Gre 
e 


Ferner ſetze man Lo, ovt man 1 - xx ee, 
alſo entweder E 7 I dre * 2 — 1 Sa Im erſten 
Falle, ton gä 1 ift, wird 4 y = m ET und daher 
der größte Werth von y din; im letzten aber, oder 


wenn Set genommen wird, iſt SAT = 755 2 und alfe 
eg ig, ber kleinſe Werth. Dieſes ke man "e leichter, 


wenn man den Bruch umkehrt, oder y- —.— Fu 5 


ſetzt, und dabey vor Augen ‚behält, daß die alsdann Bo 
ergebenden Werthe die entgegenſtehenden Mae pu 


men. Es iſt nemlich alsdann 
y I 5 RE 
e uge , unb qs à 
nem ( ` ABER . 


dy 
a alfo, wenn man 95 — 0 it xx — 1 0] folglich 


EL ` "e se e wie vorhin. Iſt x — ſo 
wird Z 472 E 2, wë y ein Site, folglich — orga 


tes; i BER 17 Fr m == Ts unb 


d ER 


y ift ein Größtes; fo tie — ` L ein Kleinſtes. 
: Zwey⸗ 
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BEN Zweytes Ernest mechten 


el * 

Die Saͤlle zu finden, in welchen die Zen | Bá 

ER. éi xx ^" x1 

„„ 
ein Größtes oder ein Klees gebt. a 


* 


Hi 
ec 


nr 
Seht man = GR wird 
Ee nen v = F | 
dy - 6x2 — 12 W ddy - 1255 FAN 72 
dx (xx pai zs de? SS ers 
= * » P SES S 
und fegt man nun 2 E) e Sie 4 


x cop a, oder x zm "^V 2. 


: 42V 2 T 72 
Im erſten Falle ife Ee a SLE und alſo pofe 


tiv, da der Renner pofitid ift. s ies ift der kleinſte 
Werth von 


p "m 


yk 2 z See = Ae — u- opor | 
Im letzten Falle, oder wenn * 2 iſt, wird 

ITA E. Aë ma, — Bap Ay 2). 17 
Weis TQ 335 WÉI? 


unb alfo, da der Zähler dieſes Bruchs poſitiv und der 
Nenner negativ iR in Boite i ber größte Werth 
von x 
1 4 ＋ 372 
S 1 A Be 

Nun ift zwar dieſer Werth kleiner als der vorhergehende 
kleinſte, aber doch in fb fern ein größter Werth, weil er 
größer it, als die zumächft auf ihn folgenden, welche man 
beködmmt, wenn man fl Werthe ſetzt, die nur um ſehr 
wenig "größer oder kleiner find als V2. Da die Vz 
B A zwiſchen 


2 — 17 = viet 8 d 
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zwiſchen $ unb 3 fällt, fo kann man ſich biervon leicht durch 
folgende Nechnung uͤberzeugen. 


Wenn ſo wird 

xci res e 0,185 

* V3... Ai 2 = fe 90294 ein Kleinſtes 
ses? em ois 


eur. yc —35 
& * B — N y_- 33,970, ein Größtes 
* i 733. 


Drittes Exempel. 
Die Sälle zu finden, in welchen die Forme! 
ei tie Ei irl xx —x LI 
7 M d deg: K* T T , 
einen größten oder einen kleinſten Së? hat. 


ene I A* TT e 
Sot man y= xx [x 1 fo 2 b 
= DEN Ax I = 212214 
EO — v — — — md 
Mi tn urs "Geisel? 


Mair 1 te S 2 So, fo d enitoebeg 000 00s 
ı=o me Xx c 2. 


Im erſten Falle m @ iu = und alſo y ein Größtes 


und 13 im iiis wird 5 25 — 55 2. S, und ng y 


‚ein Kleinſtes, unb =}. Dies = der Le nad) bet 
obigen Erklarung der groͤßten und fleinften Werthe voll⸗ 
kommen gemäß, obgleich J groͤßer als = 1 iſt. Denn 


LT] 


feat 
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ſetzt man ſo wird 

* 2 — A yeah 

as o nee 1, ein Größtes 
See ＋ 3 N 
xca2-i yi 

x2 rei ein Kleinſtes 
Rx 2 ＋ 4 y 


Daß y 21 unb alſo > — 1 wird, wenn man x — 1 ſetzt, 
ruͤhrt daher, weil zwiſchen die Werthe von x, o und 1 eig 
Werth fällt, wobey 7 = oo wird. 


Viertes Exempel. 
Die ek zu finden, in welchen der sd 
— * 3 * 
x4 — xx T 1 
Eleinfte oder größte werthe deg 


Setzt man y = — ſo wird 


dy x6 — 4x4 Pax [r^ 
*. I I 

addy 22 Pagx? — 24xf — 16x3 1 rax 
dx2 (x^ — xx T ı)3 


Auf dieſe Art hat man die Gleichung 
ag T 434 — 4xx 1 0 
welche ſich in 
"ocxx gom 0, und x4 T 5x2 T1 o 
auflöͤſen läßt. Die Wurzeln von jener finb zs 1 und 
2 xce— 15 und aus der Aufloͤſung von dieſer findet man 


35 E cm - Cam woraus ſich keine reelle Wurzel ente 


B 8 ? wickeln 
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wickeln laͤßt. Braucht man alſo die beyden gefundenen 


Wurzeln, fo giebt x n, den Werth von a 28, 
und folglich für y das Groͤßte — 2; x — - 1 ES 
ddy 


4 = 78, und alſo für y das &icinfte: 222. 


Faͤnftes Exempel. 


Die n zu finden, in welchen der GE 
x3 —x 
x4 — xx $1 
ein Größtes oder ein Seine giebt, 


Seht man y — A fo wird 


dy x6 + ax4 f ox2 — 1 


Xx f Us 
ddy - 2x9 — 6x7 — I8xf T 20x53 
dx? » G — xx T Kë 


Macht man alfo ET =.0, fo wird 


s 
und dieſe Gleichung, durch xx i I dividirt, giebt die 
Gleichung i 
x4 eege =o d 2:7) 
welche ſich in & | 
Yst^» te ae fi dp ur 
Ss laͤßt. Hieraus ergeben fich die reellen Werthe 


1. * -— e N 2. S — = d 

81 2 d 2 ` 

Ne EM 11 NZ. e Go I — v5 

3 Tm Y 4 BET: cm 


2 Da 
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Da dieſe Werthe insgeſaämmt in der Gleichung ka — 3xx 

1 s enthalten find, fo wird, wenn man x4. = 3xx 
— 1 EN für alle 

ddy — ax a 2088) cust am) _ SCH: — 

475 S 2x77 — ax(axx — 1) 

1 Af, e 1 
E — und SÉ "2. GE A est 5 


"b 


— — vbt 3 
sich die T3 erften koc ri aus der ee Ve xxcx 
N. JbO bm 96101051330. 61) 9 ^ oe 
SES s(ax t D. s(ax ＋ "T au di 

5 * . 13 T 2) 73 v LE dw 


29 
x unb y — 

Y A9 2 29 a bie, EC 1 als 53 om 
Bun tei uM tme I om pino dono 
wok $910 j5 apa To » SC xd RER 196 

KE? CH Ge? 
und. der Ha von; * à Ge ein größten, o Die Re 
I. 
Wurzel. 4 Naicbt nm Sen nie enn an 


/ dy Ger de VD EE Ce 
daa „ 7 et 
und ſo iſt auch rz ein groͤßter Werth. Die beyden 
uͤbrigen Wurzeln geben, kleinſte, Weriße fin. 77 und mat 
y — pini i. Ge 1313160 


1915535513030) ais drap adopt 9 020 
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Bey Exempeln dieſer Art giebt es ⸗alſo einen leich⸗ 
teen Weg zur Beantipottung, der Frage! Ob ein Größtes 


3^ ng 


oder ein Kleinstes i Die Sa da i So iſt, ſo laßt 


We der Be som 422 wes? man auf dieſe Gleichung 
Sd: 
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Ruͤckſicht nimmt, e es Es dag der Bruch 


pem gegeben. Da Eh zousqino 
deer Drëtten, Bé 
A = R S, cunb OË — pire Se 
E EE 


= d(QdP — PdQ) Er PdQ) 


Vd aes Rest? 
Allein dieſes (egte Glied berſch windet, weil QiP — PdQ—e 
iſt, — wird F 
day ii ;d(QdP = ER dar — 
Q2 Q2 


Da es alfo auf die Wetz, dieſes Werthes ober 


- 


: wird 


darauf ankommt, ob derſelbe poſitiv oder negativ iſt, und 
der Nenner Q2 allemal pofitio wird: ſo hat man hier bloß 


auf den Zaͤhler zu ſehen, und bekommt allemal ein Klein⸗ 


fies, wenn QddP. — padQ, oder RE z E poft 


tiv, und cin Größtes, wenn ds negatio 4 Oder man 
ſuche Sne die bon Ze De wird, und darauf 


ER 8 beben D tích die Wurzel toobey 


blefet Ausdruck positiv wird, ein Kleinstes, und die, wo⸗ 
bey er negativ wird, ein Größtes geben. ; 


e 267. 
Wen des Nenner des gegebenen 1 — 


eder irgend eine Höhere veis, s und SC 2 . SI " 

Fh 

H "EI pt | i TTA. 

numis que dp ES I TES : 
, und 
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OdP — nPdÓ 
MEL com 
P 22 A Cp f 

, Kat Y 1 

und die größten und Ek Werthe haͤngen von den 
Wurzeln der Gleichung K o ab. Da fernen 

; ddy 2 nz (nt 1)RdQ- 


und wenn man » R fest. 


dx nta 
iſt, ſo wird, wegen R zo DAS 
day _ TUR E ? 
dx o Quiz 


und Ma Wgd Werth ëng zeigt ein Kleines, fo. wie 
der negative ein Größtes an. Da aber, wenn n eine ung 
gerade Zahl bedeutet, Qot x allemal poſitiv iſt, fo hat man 


in dieſem Falle nur nöthig e zu erwägen, unb die For⸗ 
QdR Tent; 
mel ud brauchen, wenn n eine ‚gerade ar bedeutet, 


ſey, fo iſt Kä 
p (db — 25:5 qn Reg 
EEN Quir 
und es zeigen alſo, wenn man SCH am? 
mQdP — ag ; 
CHIESE nier 4 
febt, bie Wurzeln der Gleichung K zo die Falle an, in 
welchen y ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes wird. Da alje 
Ar Lr 
dx = —— T Mi, fe wird , 
LS Ee - Dade - (nt Dodd! 3 Pm- d 
dx , T 42431 HS 7 A Dit 
und 


u 


3% Dritte heiß, Su Sg, — 


E wegen RS o, 1 
Erde pm-idR * lum f 
daa Qntide 4 


p2= 

sn eme die außerdem boch Bun jedes Quadrat es 
di ` o?! 
dioidirt werden trái geterhieg "T auch die Gleichung 
P o ein Größtes oder ein Kleinſtes, wenn meine gerade 
Zahl iſt, und auf aͤhnliche Art wird ſich bey der Betrach⸗ 


tung der umgekehrten Formel ss tin Größtes oder Klein⸗ 


ſtes bey der Annahme von Q — o ergeben, wenn n eine 
gerade Zahl iſt [. 2321]. Hier nehmen wir indeß auf die 
daher entſpringenden groͤßten oder kleinſten Werthe weiter 
keine Ruͤckſicht, ſondern unterſuchen nur, der Erklarung 
der. Methode wegen, diejenigen, dën aus der Gleichung 
R=o Ge di 


geckeg d 


tztesd5d i: Erſtes Exempel“ 


Es iſt kd lich mo - m gegeben. ian ſoll ben 


men, in tpe Selle ee t ein Größtes oder ? 
ein Aleinſtes gebe? 


Setzt man y — Ke, "fo Ruf ivre in die 


Augen, 9 
aU... on ai ſeyn werde ruck ie e wenn Sé A or 


"E: ^ ai BA ME 
1 * eg K ^ i X == d. ZH yv ai 
f? dob 
Audi 1 14 a" 
=“ ZS — e 
T ha 


> N 


iit von Mob beoden File giebt jener ein Kleinſtes und 
dieſer 
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dieſer ein Größtes, wenn m und n gerade Zahlen ſind. 
— aber. ift | 
8 x)m 
0 m n) x T may — Lan | 
und alfo 
R — (m —n)8?x T may nad, 
unb folglich, wenn man R So ſetzt, 


iu nal = mfy 
(m — n)e? " 


dR jv us. 
Da ferner En (m — n) 9 ift, fo muß man unterſu⸗ 


chen, ob 8 e 
— 5 — He aem 
` QntIdx mE ll Im- m = n . x dx 
eine pofitive oder negative Größe ift? im erſten Falle ijt 
die gegebene Formel ein TA im resin ein qase 
(x T3) 
tz. B. 7 (x xT aal fo w 
(TOS 
(x T2- 


Si obe ya Ee x fo wird Tie 


pm- IdR mm-I»n — m n-m42 1 
KSC Ze E 


und x LIT Da abet m ud n als poſitibe Zahlen 


a = 8˙ „ und Ali ; 


bie Formel ein Kleinſtes, wenn man x — o fett. 


betrachtet werden, fo muß man eh der Formel 

a-m} 2" n= m 
u m) m — n). Ce (n — m)(m n) 
urtheilen. Iſt demnach n > m, ſo giebt der Werth 


* LIT allemal ein Größtes; iſt aber n < m, fo fine 


det 
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det ein Größtes Dart, wenn m — n eine ungerade, und 
ein Kleinſtes, wenn m — n eine gerade Zahl iſt. So iſt 


SE ein pop wenn man x zz — 5 fett, inbem 


Zweytes Exempel. 


C ots 


Qr sp gegeben, 


Es ſey die Sormel: 7 


(td 
GE 0 — A — key unb? 
prr W Rye 
Qu „ (1 T xx)3 
ift, unb (t 132 und (1 Hs allemal einen geßtetven 
Werth haben, fo braucht man nur den Ausdruck — x 2 
zu betrachten. Iſt derſelbe poſitid, fo findet ein Kleinſtes, 
und iſt er negativ, ein Groͤßtes ſtatt. Nun folgt aus der 
Gleichung 3 — 4x XxX O 
* 2 V oder a = 8 
Im erſten Falle wird — x 22 — v7, unb fo ift der 
gegebene, Bruch ein Groͤßtes. Im andern aber wird x 
— 22 T 7, und daher eben dieſer Bruch ein vage 
Setzt man aber & — 2, ſo wird 


1 TX 11, unb: jus oua an, 


— +) 


folglich, ’ 
Zei T — T 
Lë be Ee MÄ £f 16 


12 i " zz. 2,220 : => 
16 \ 


und 
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und dagegen iſt, wenn man x-— 2,— 7 annimmt, 
17 — 77 : 

LL — — o — 0,0 
7 16 EIER 


$. 268. 


Es giebt auch irrationale und tranfeendente Funktio⸗ 
nen, welche die Eigenſchaft der einfoͤrmigen Funktionen 
an ſich haben, und deren groͤßte und kleinſte Werthe daher 
auf aͤhnliche Art gefunden werden koͤnnen. Es ſind nem⸗ 
lich die Wurzeln der cubiſchen und aller hoͤhern Gleichung 
gen mit ungeraden Exponenten nichts anders als einfoͤr⸗ 
mige Funk tionen, da ſie nicht mehr als Einen reellen Werth 
haben; und was die Quadratwurzeln und uͤberhaupt die 
S Wurzeln betrifft, deren Exponenten gerade Zahlen ſind, ſo 
: Haben dieſelben, wenn fie reell find, zwar allezeit einen dop⸗ 
pelten Werth, einen pofitiven und einen negativen; allein 
man kann jeden beſonders betrachten und dann ebenfalls 
die groͤßten und kleinſten Werthe aufſuchen. Iſt z. B. y 
irgend eine Funktion von x, fo hat zwar v^y einen zwiefa⸗ 
chen Werth; allein man kann einen jeden beſonders ertär 
gen. Es wird nemlich A y einen groͤßten oder kleinſten 
Werth haben, wenn y dergleichen hat und derſelbe poſitiv 
iſt, denn ſonſt wird ^y imaginaͤr. umgekehrt wird y 
in eben den Faͤllen ein Kleinſtes oder ein Groͤßtes ſeyn, wo 
T y ein Größtes oder ein Kleinſtes ijt, Unter eben den 

t am 


Bedingungen ift jede Poteftät ya ein Größtes oder ein 
Kleinſtes, wenn n eine ungerade Zahl ijt; bedeutet aber n 

eine gerade Zahl, fo gelten bloß die Faͤlle, wo y einen por 
ſitiven Werth bekommt, und in denſelben entſtehen wegen 
des doppelten Werths auch doppelte Groͤßte oder Kleinſte. 


Eul. Diff. R. 3. h od. a. Ch. a. Abth. E 9. 269. 


( 
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D 


A 269. 
Da die Differenzialgleichung, welche man aus der Por 


: ym-id y ; : - 
teftät ym erhält, — ES ift, unb die Wurzeln bic 


fer Gleichung zugleich die Fälle anzeigen, in welchen die 
m ? 
Syoteftát yn ein Größtes oder ein Kleinſtes ift: fo hat man 
zur Beurtheilung dieſer Beſchaffenheit eine doppelte Gilet, 
N d S 
; chung, nemlich ym-x — o, und = do. Jene laͤßt ſich 
in y=o abändern, und giebt dann nur Groͤßte oder 
Kleinſte, wenn m — I eine ungerade, oder m eine gerade 
Zahl ift, [$. 257.J. Wenn alſo n eine ungerade Zahl, und 


m 
m cine gerade Zahl bedeutet, fo wird die Funktion y^, 
oder y2 ^: (ar — 1), einen größten oder einen kleinſten 
Werth bekommen, wenn man darin die Werthe von x 
braucht, bie ſich aus der Gleichung y So oder auch aus 
: d E MER : 

dieſer = c o ergeben. Iſt hingegen m eine ungerade 

D 
Zahl, fo it die Funktion y (G^ — 1) ( — 1). oder 
y .= D : 2% nur dann ein Größtes oder ein Kleinſtes, 
wenn man darin die Werthe von x braucht, die aus der 

: d d H D 2 
Gleichung = = fließen. Auch muͤſſen außerdem im 
letzten Falle die Werthe von y poſitiv ſeyn. 

GA $. 270. 
So giebt die Formel x ein Kleinſtes, wenn man 


xk s fest, weil in dieſem Falle x2 ein Kleinſtes wird. 


7 c 2 H [3 D DH 
Allein führte man x3 nicht auf x2 zuruͤck, fo würde die 
vorhin 
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vorhin erklärte Methode folches auf Feine Weiſe anzeigen, 
weil, menn'x = o gefeht wird, die Glieder der Reihe, 
wornach geurtheilt werden muß, 

Y. 6 Ady " «3d3y " 

e x. 
* T dx dx 1 GEES T 

außer d dem ere ſammt unendlich groß werden. Denn 
fegt nian y x, fo wird : 
"e ddy S da3y 2 4 


man, Ji ; e ES c, 
dx 3x3 dx? 9x% dx3 27 * 4 
A sl ; SEA dy 2 x 
unb eà giebt weder bie 1 BE 2 aue ben 
d 3x3 S 


Werth x & o, noch zeigen Bie folgenden Glieder die Ber 
ſchaffenheit des Groͤßten und des Kleinſten an. Da wir 
aber angenommen haben, daß die Reihe 
A d Addy Eh a3d3y . 


Yt dx 2d 6dx3 


eine convergirende Reihe fen, wenn man » febr klein ans 
nimmt: fo gehören alle die Fälle nicht für die erklaͤrte al 
gemeine Methode, wo dieſe Reihe divergirend wird, und 


* 


dies (ft fie bey y 2 x$, wenn man x o annimmt. In 
dieſen Fallen muß man daher zu der vorhin gebrauchten 
Reduction feme Zuflucht nehmen, und die gegebene Formel 
auf eine andere & Form bringen, die von der erwaͤhnten Un⸗ 
e frey ife Es ereignet fi) dieſes aber nur 
2% 
in ſehr wenigen Füllen, die entweder in der Form y?' TE 
enthalten find, oder leicht darauf zuruck geführt. werden. 
Sollen z. B. die größten oder Fleinften Werthe der Formel 


y? iz gefunden werden, wenn irgend zeine Funktion 
Qa von 
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von x ift: fo unterſuche man die Form 5222 , weil 
dieſe in eben den Fällen ein Größtes oder ein Kleinſtes ift, 
in welchen die gegebene Formel ſolches wird. 


: $ 271. 

Außer dieſem uͤbrigens leicht zu behandelnden Falle 
laſſen ſich die Funktionen, welche irrationale Größen ent 
halten, auf eben die Art, wie die rationalen Funktionen 
behandeln, wenn ihre groͤßten oder kleinſten Werthe gefunz 

den werden ſollen. Dies wollen wir nun an einigen Bey⸗ 
ſpielen zeigen. 


Erſtes Exempel. 


Es ift die Formel V (aa T xx) — x gegeben; man foll die 
Faͤlle finden, in welchen fie ein Größ tes oder ein 
Bleinftes wird. 
Setzt man re ua Txx)—»x, T wird 
dd 2 aa 


= , und — — 
Bech ES a dan (aa t xx) 
Nimmt man daher ; E á fo wird x — Y (aa T xx) und 
alfo x — co und dabey g Se 2 c. Yuf ähnliche Art wer⸗ 
day. 


den auch die folgenden Elder TI ; ic, insgeſammt 


d dx ESCH 
o, und es bleibt daher fiin „ob jener Werth ein 
Groͤßtes oder ein Kleinſtes fep? Der Grund hiervon liegt 
darin, weil x eben ſowohl =— oo als — T oc. er 


man indeß x= ee, fo wird, weil V (aa T xx) — x 1: I 


ift, y o, Se diefer Werth ift unter allen der „ 
Zwey⸗ 
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Zweytes Exempel. 
Man ſoll die Faͤlle finden, in welchen die Formel 
V(aa T 2bx T mxx) — nx 
ein Größtes oder ein Kleinſtes wird. 
Setzt man y = Y (aa T abx T mxx) — nx; ſo wird 
dr os b + mx 
V(aa T 2bxTmxx) Dez? 


d 
unb fe&t man nun É D o, fo bekommt man m 


bb T 2mbx t mmxx — nnaa T2nnbx T mnnxx 
oder 
__ 2bx(nn — m) T nnaa — bb 
. 
und folglich 
ee * V [mnn(m — nn)aa — nnfm nn) bb] 
8 m(m — nn) 
oder 
Re maa — bb 
| N m nn 


und hierdurch wird 
. maa — bb ; 
Y(aa Fabx T mx) = ee 
Da alfe 
dir _ maa — bb 
dx: (aa T abr T mxx) 
ift, fo wird 


BETEN, EEN g5 E Z mm: 2. un) Vm nn) 
d x = a maa — BRIT 7 Y (maa — bb ` 
m — nn 


Wofern c nicht p Bebe ift, fo giebt es gar 


S Rue t MON kein 
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kein Größtes oder Kleinſtes; iſt aber dieſe Größe eine po⸗ 
ſitive, ſo giebt das obere Zeichen ein Kleinſtes, wenn 
m > nn, und ein Größtes, wenn m < on ift; das Gegen⸗ 
theil findet Datt, wenn das untere Zeichen genommen wird. 
Iſt daher m = 2, n r unb b o o, f» wird die Formel 
‚Ylaa T 2xx) — x ein Kleinſtes, wenn man x bid za 


a ` 
p be und ein Größtes, menn man x — — T fest. Je⸗ 


nes iſt ad - = = , und dieſes = —av2 ＋ Ya 


3a 
cx TT 
Drittes Exempel. 


Man ſoll die Falle finden, in welchen die Formel 


VG + mxa) I Yr — nx) 
ein Größtes oder ein Kleinſtes wird, 
Da 
dy — mx a d nx3 
dx CE mx4)% a — nx4)& 
iſt, ſo wird 
mxs(t — nx) 4 & nxs(1 1 m4) 
und alſo 
m4(t — nx4)3 — n4 (1 + mx4)3 
e oder 
n4 — m4 1 3mn(n3 T m3)x^ t 3m2n2(n2 — m2)x$ 
T m3n3(n T m)x*2 — o. 
Wenn alſo dieſe Gleichung keine pofitive Wurzel für x4 
hat, ſo giebt es gar kein Groͤßtes oder Kleinſtes. Da ſich 


dieſe Gleichung nicht bequem aufloͤſen laͤßt, indem 
x4 = 
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4 
m — ns 
Ra — — oder x= 


xu TY) 
wird, fo wollen wir um einen fpeciellen Fall zu nehmen, 
m — $n ſetzen. Dann wird 
— 4095 24. X eh 63.64n2x8 T9, 512n3ax12 
== oO 


3 3 
m -mann y^mn?—n 
— (—— — — 


mn 


oder 
sianjatA — 1344n2x$8 5 1368nx4 — 455 = 0. 

Man ſetze gn x4 = z, fo ift 

23 — 2122 T 1712 — 455 0 

und dieſe Gleichung hat den Faktor 2 — 5, und der an⸗ 
dere, welchen man durch die Diviſion mit dieſem erhaͤlt, 
iſt zz — 162 or = o und enthält lauter imaginaͤre Wur⸗ 
zeln. Es ift alfo bloß 2 — 8nx4 — 5, und alſo & 


* 85 durch welchen Werth der Ausdruck * (t T 8nx4) 


+ V (1 — nx4) entweder ein Größtes oder ein Kleinſtes 
wird. Um zu wiſſen, welches von beyden ftatt finden werde, 
ſuche man , 
ddy | 3mxx . fd 3nxx 


dx? ( j mx4)& . (1 nx4)* 
Da aber m = 8n ift, fo wird, wenn man x4 e = fett, 


4% _ (4 _ an xx 
d uh. riy ó 


folglich eine negative Groͤße, und daher Ya T8nx4) 
4 

T VI nx4) ein Größtes, wenn man x = dé fett. 

€ 4 Es 
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es i aber dieſes Größte = 6 Y = ss Set 
món. ſtatt nx4 die Größe u, fo d daß Së Ausdruck 


Fr (1 T Su) T va — u) ein Größtes wird, wenn man 
A 
` t 1 v6 
aM m $ fest, und dieſes Größte ift = abr 


Man mag alſo fuͤr u außer = einen Werth annehmen, 
welchen man will, ſo wird dadurch allemal der Ausdruck 
4 4 3 

VII T 82) T V(t — u) einen kleinern Werth bekommen. 


in A 272. 

Auf aͤhnliche Art laſſen fic) die größten und kleinſten 
Werthe beſtimmen, wenn tranſcendente Groͤßen in den ge⸗ 
gebenen Ausdrücken vorkommen. Denn iſt die Funktion 
keine vielförmige, fo zeigen die Wurzeln der Differenzial⸗ 
gleichung groͤßte oder kleinſte Werthe an, außer wenn ſie 
gleiche Wurzeln in gerader Anzahl hat. Dieſes ſoll an ei⸗ 
nigen Beyſpielen gezeigt werden. ö 


j Erſtes Exempel. 


Die Fahl zu finden, welche zu ihrem Logarithmen das 
kleinſte Verhaͤltniß hat. 


Daß es ein ſolches kleinſtes Verhaͤltniß — gebe, er⸗ 


hellet daher, weil dies Verhaͤltniß ſowohl bey x — 1 alg 
bey x o unendlich wird. Es wird daher auch der Bruch 


- irgend einmal einen geößten Werth haben, undſtzwar 


in 


! 
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N $ Wu. d 
in eben bem Salle, in dem -— einen kleinſten Werth hat. 


dy 


Si ` lx : 
Um dieſen Fall zu finden fepe man 3 — 7 fo wird Ca 
el i Setzt man dieſen Werth = o, ſo wird 
XX XX 


Ix = r, und da wir hier hyperboliſche Logarithmen ange⸗ 
nommen haben, fo ift x z2 e, wenn man die Zahl, deren 
hyperboliſche Logarithmen = rift, Se ſetzt. Run haben 
alle Logarithmen zu den hyperboliſchen ein gegebenes Ver⸗ 
haͤltniß, und es ift folglich in jedem logarithmiſchen Sy⸗ 


í K ^ : 1 ` H 
feme — ein Kleinſtes, fo wie — ein Größtes. ` Za alfo 


im Vriggiſchen Syſteme le == 0,4342944819 ift, fo ift der 


4392919 oder nahe⸗ 
27182819284 


rungsweiſe SZ und es gebt keine Zahl, welche zu ihrem Zoe 


1 s 
Bruch = allemal kleiner als 


ee d KEEN vfáttniffbabeats 305247 Daß aber 


— in biefem Falle ein Groͤßtes fi fep, erhellet daraus, weit 


en 1 2(t — 1x) . N 

ene 1 — IX Eu 

tiv wird, indem 2 und 1 — 1x Sg iſt. 
dx x ; 


Zweyt es Exempel. 
Eine Jahl x zu finden, wobey die Poteſtaͤt x1:x ein 
Groͤßtes iſt. 


Daß dieſer Ausdruck einen größten Werth habe, etw 
hellet daher, weil man bey der Subſtitution der Zahlen 
für x findet, 


Di 5 ED 


42 Dritter Theil. Zehntes Capitel. 
11:1 — 1,000000 
21:2 == 1,414213 
3*3 = 1,442250. 
41:4 = 1,414212. 


de ! 
Man fefe daher x1:x zs y, fo wird A en - Az 
dx XxX 


und, wenn man dieſes So macht, Ix — I, Fr X meg, 


vorausgeſetzt, daß e = 2,718281828 fep. Da alfo x 
E IX, 8 d i ` 
ES (I lx) E ift, fo wird 422 =— uz 


„weil 1 — Zril iſt. Folglich i v— 2 eine 


— 
— 


SE due unb xx ein Größtes, wenn x — e ger 
nommen wird. Da nun e = 2,718281828, fo hat man 
x ; 


— : T à 
ee e I i T2 


6 HD e 
== 1,444667861009764. 
Dieſes Exempel läßt ſich durch das vorhergehende 
auflöfen, weil, wenn xx:x ein Größtes ift, auch der Loga⸗ 
rithme davon = ein Größtes ſeyn muß, unb foll dies ſtatt 


finden, fo muß, wie wir geſehen haben, x — e ſeyn. 


Drittes Exempel. 


Einen Bogen x zu finden, deſſen Sinus entweder ein 
Größtes oder ein Kleinſtes ſey. 


Ae 
Setzt man x — y, fo wird = = cof. x und alſo cof.x 


A 


zx o. Hierdurch bekommt man für x die Werthe: 2 E 
+ 


Bon den größten und kleinſten Werthen ꝛe. 43 


* Ee ` Y ddy 
ER 2; I 5 x. Ferner wird E = — fin.x Da alfo 


die gefundenen Werthe, fuͤr u geſetzt, den Sinus von x ents 
weder oder — 1 geben, fo find jene Sinus Größte 
und dieſe Kleinſte Werthe, wie bekannt iſt. 


Viertes Exempel. a 
Einen Bogen x zu finden, wobey das Rechte zwischen 
x und fin.x ein Größtes werde, 
Daß es hier ein Größtes gebe erhellet daraus, weil 
das verlangte Rechteck ſowohl bey x Do als bey x 1809 


verſchwindet. Es ſey alfo y = x. ſin. x; fo iſt T fin. 
T xcofx,unb daher tang. x — — x. Es ſey x goo fu 
fo wird tang.x = — cot.u, unb alfo cot. u — 90 T u. 
Um dieſe Gleichung nach der oben erklaͤrten Methode zu 
behandeln, ſetze man 2 — 9o Fu cot. u, und dabey fep. 


Eder geſuchte Werth des Bogens. Da da = du d ars f 
iſt, ſo wird ER 
du fin.u2 .. 2dnfin.ucof.u 
— à: II finus? (IT In. uz) 
und folglich 
dp 2 ſin. us. coſ. u 
(1 f fin.u2)3 
6 6dufin.u2cofu2 — 12du.fin.u# 


ere (1 T fin.u2)3 
alſo 
dq ` _ 6fin.u#, cof.u2 — 2(in.u6, 12fin.us.cofu2 
di f fu) T En 


6 ſin. ua — 14 fin. us A ſin. us 
|— 
— (1 T fin. u2)3 
Hier⸗ 
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Hieraus ergiebt ſich k Su — pz T 2922 — irz3 Tic. 
Man ſetze, nachdem man durch einige Verſuche den naͤch⸗ 
Den Werth von f entbedt hat, u = 269,15‘, fo wird go t 
u — 1169,15‘, und der Bogen, der zu der Cotangente u 
gehört, laͤßt fid auf folgende Art beſtimmen. 

Von lcot.u = 10, 307050 

ziehe man ab 4,6888740 


5,6214501 
fo iſt cot. u = 418263,“ 
oder cotu = 116%1 1/378 
alfo 2 — 3',5045" == 236,3” 
Um den Werth von pz zu finden nehme man 
^ lün.u = 9,6457058 


Iſin. ua = 9,914116 - 
i fin.u2 = 1,108 0 ` 
101 T ſin. uz) = 0,0775895 


Ip: 9,2138221 
12 2,3733637 


Ipz = 1,5872858 
Alſo pz =38,6221 Secunden 


oder ER 38”, 3947, 43'^^ 
abgezogen von u = 26°, 15° 


fo wird f = 26°, 14", 21”, 20%, 1757 
und der geſuchte Bogen x = 1160, 14/,.21°, 20, 15%, 
fin. us cof.n 


doch muß noch das dritte Glied 2922 = may”: 
hinzukommen. 5 


-— 


Um 
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Ke / 


Um dieſes zu finden, muß man ein z in Theilen des 
Halbmeſſers ausdrucken, auf folgende Art. 
12“ 2,3734637 
addirt 4,6858749 


7,0590 88 


ſin. uz 
addirt F e e == 1,5872858 
8,6463244 


addirt 1fin. n = 9,6457058 
lcof.u = 9,9527308 


8,2447600 
ſubtr. 101 T fin.u2)2 = 0,1551790 


I$iqzz = 8,0895810 
Alſo 2022 = 0,012291 
oder 222 -— 4477 1547, 
Setzt man nun dieſes hinzu, ſo wird der geſuchte Bogen 
A 1160, 14% 21% 21%, o 
und wenn man größere Logarithmen braucht, fo findet man 
x -- 116°, 14‘, 21%, 20%, 33% „ Amm, 
/ 


Eilftes 


Eilftes Capitel. | 


Von den groͤßten und kleinſten Werthen der wielför- 
migen Funktionen und der Funktionen mehrerer 
) veraͤnderlichen Größen. 


$. 273. 


E. y eine vielförmige Funktion von — ift, unb alfo 
für jeden Werth von x mehrere reelle Werthe bekommt: fo 
ſtehen die bey der Veränderung von x entfpringenbe mehr 

rere Werthe von y in einer ſolchen Verbindung unter ein⸗ 
ander, daß fie mehrere Reihen ſucceſſiver Werthe geben. 
Denn betrachtet man y als die Applicate einer Curve, deren 
Abſeiſſe durch x bezeichnet wird, ſo gehören zu einer und 
derſelben Abſeiſſe „ ſo viele Schenkel einer und derſelben 
Curve, als y reelle Werthe hat, und man muß daher die 

ſucceſſiven Werthe von y, welche einerley Schenkel geben, 
als zu einander gehörig, und die, welche verſchiedene Schen⸗ 
kel bilden, als von einander getrennt betrachten. Man 
hat alſo in dieſem Falle ſo viele Reihen mit einander ver⸗ 
bundener Werthe von y, als daſſelbe bey jedem Werthe 
von „reelle Werthe bekommt, und in jeder dieſer Reihen 
werden die Werthe von y, wenn man x größer werden 
läßt, entweder wachſen oder abnehmen, oder wenn fie eine 
Zeitlang gewachſen ſind, wieder abnehmen und umgekehrt. 
Hieraus erhellet, daß e$ in jeder Reihe mit einander vers 
bundener Werthe eben ſo groͤßte oder kleinſte Werthe giebt, 
| als 
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als dergleichen bey den einförmigen Funktionen ſtatt 
fanden. 


$. 274. 
Zur Beſtimmung dieſer groͤßten und kleinſten Werthe 
kann man ſich eben der Methode bedienen, welche das vor⸗ 
hergehendeCapitel für die Erfindung der groͤßten und klein⸗ 
ſten Werthe der einfoͤrmigen Funktionen enthält. Denn 
da die Funktion y, wenn man x um das Gncrement » vers 
groͤßert, allemal in 

72 addy , »e3d3y 
ie E 2dx2 ^ 6dx3 T 
übergeht, fo uf wenn ein dE oder ein kleinſter Werth 


ftatt finden foll, das Glied eM = o werden. Es zeigen 


; : d ^uem 
alſo die Wurzeln der Gleichung Ge = o diejenigen Wer⸗ 


the von x an, welchen in den Reihen der mit einander vers 
bundenen Werthe von y größte oder kleinſte Werthe zuge: 
hoͤren. Auch bleibt nicht zweifelhaft, in was fuͤr einer 
Reihe der mit einander verbundenen Werthe der groͤßte 
oder kleinſte Werth ſtatt finde. Denn da die Gleichung 
2 == o beyde veraͤnderliche Größen x und y enthält, fo 
laſſen fich die Werthe von x nicht anders beſtimmen, als 
wenn vermittelſt einer Gleichung, welche das Verhaͤltniß 
zwiſchen y und x enthält, die veraͤnderliche Größe y mea? 
geſchaft wird. Ehe dieſes aber geſchiehet, gelangt man zu 
einer Gleichung, worin der Werth von y durch eine vos 
tionale oder einfoͤrmige Funktion von x ausgedruckt wird. 
Hat man hieraus die Werthe von x gefunden, ſo giebt ein 
jeder einen zugehörigen Werth von y, und dieſer iſt in der 

Reihe 
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Reihe der mit einander verbundenen Werthe, zu welcher 
er gehört, entweder ein größter oder ein kleinſter. 


A Sos, ` 
Ob dieſe Werthe größte oder kleinſte Werthe von y 
find? Gët ſich auf die vorhin beſchriebene Art erforſchen. 


i ` ddy. , 
Man ſucht nemlich den Werth von Ge? in endlichen Groͤ⸗ 


ßen, und ſetzt darin nach und nach jeden der gefundenen 

Bertfe von x und zugleich fuͤr y ben Werth, der ihm für 

jeven Werth von x zukommt. Hat man dieſes gethan, fo 
.ddy . eA : 

unterſucht man, ob p ‚einen pofitiven ober einen negas 

tiven Werth bekommt. Im erſten Fall hat man daran ein 


Kennzeichen eines kleinſten, ſo wie an dem andern ein 


; 4 e dd 
Merkmal eines größten Werths. Berfchtoindet aber = 


, eds | ` , 
fo muß man die Formel = zu Rathe ziehen. Verſchwin⸗ 


det dieſe nicht, ſo giebt es weder ein Groͤßtes noch ein 
Kleinſtes, — aber dieſelbe ebenfalls, fo muß man 


zu der gomet g —— fortgehen, und dabey eben fo verfah⸗ 


ren, als bey der Ken 42 vorgeſchrieben worden iſt. 
day e : e 
Wenn auch dics verſchwaͤnde, fo müßte man zu dem fünfs 


ten Differenziale von y fortgehen; man mag aber fortge⸗ 
hen ſo weit man will, ſo muß man bey den Differenzialien 
der ungeraden Ordnungen eben ſo ſchließen, als bey der 


d3 d D H D 
Formel gelehret worden iſt. In dieſen Faͤllen muß 
man 
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man nemlich in der Reihe der Formeln day d FOR 


d Ars d 


3c. fo weit fortgehen, bis man zu einer gelangt, die nicht 
verſchwindet. Gehört dieſe zu einer ungeraden Ordnung, 
ſo findet weder ein Groͤßtes noch ein. Kleinſtes ftatt; gehort 
ſie aber zu einer geraden Ordnung, fo zeigt ihr poſitiver 


Werth ein Kleinſtes, ihr negativer Werth aber ein eiii 
tes an. > 


$. 276. 
Es werde die Funktion y aus x durch irgend eine Glei⸗ 
chung beſtimmt. Differenzürt man dieſe Gleichung, fo ers 
haͤlt fie die Form Pd x F dy z— O, und es wird demnach, 


dy P 
wenn man T = o ftit, g^» folglich entweder o, 


oder O . Die letzte Seiden kann nicht ſtatt finden, 
wenn das Verhaͤltniß zwiſchen x und y durch eine ganze 
rationale Gleichung gegeben iſt, weil entweder oder y 
oder beyde unendlich groß werden muͤßten. Es bleibt alſo 
bloß die Gleichung P o uͤbrig, und die Wurzeln dieſer 
Gleichung, oder die Werthe von x, welche fie bekoͤmmt, 
wenn mittelft der gegebenen Gleichung y weggeſchafft ift, 
zeigen die Fälle an, in welchen die Werthe von y entweder. 
Größte oder Kleinſte find, Um aber zu beſtimmen, ob ein 
Größtes oder ein Kleinſtes Dart finde? muß man die For 
mel ser unterſuchen. Run giebt die Differenzialglei⸗ 
chung Pax + Qdy = , wenn man ſie von neuem diffe⸗ 
renziirt und dabey dP = Rdx t 3dy,unb dQ z Tdx 4 
Vdy fest, und ax als beftändig betrachtet, 


Rdx T Sdxdy + Téxdy + Vdy2 + Odd = & 
Eul. Diff. R. 3. Th. od. ADR 2. Abth. D Da 


D 
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Da laber 2 2 8 o iit; fo wird, wenn man die Gleichung 


pi di: dividirt, | dn 8452 i. LE und alſo ; 422 = 


— ex : Man ee alſo in der See 


Pd 27 Q4 E bloß die Größe P, und betrachte y als 
beſtaͤndig. Hierdurch Br manRdx, Dann ſuche man 


den Werth des Bruchs Z — Iſt dieſer Werth pofi tio, fo 


itat e et ein cud epe: iſt er ECH ein bic an. 

5 5. 277. 1 
ET Sus y eine zweyformige Funktion von x, und durch 

die Gleichung yy Tp | q eo gegeben, ſo daß p und q 

: GE von x bedeuten. Stu man, 

ſo wird f Lv 

oos apdyt bdy T ydp t pee = 0, und a 
Pdx — ydp T dq. 

Set man alſo Peso, fo wird ydp T dq = b und 

y scm . Es wird alfo y durch eine einfoͤrmige Funk⸗ 


‚ tion von x BR fo daß y: pr jeden gefundenen 
Merth von x auch nur einen einzigen beſtimmten Werth 
bekommt. Was die Wegſchaffung von y betrifft, fo tft dies 
ſelbe leicht. Denn wenn man in ee yy T»y 


Tq 20 anftatt y den Werth — Ce zent, fo erhält man 


| dq? - pdpdq f qdp? — o, bo biefe Gleichung durch 
dx2 dividirt, giebt bey der Aufloͤſung alle zu Groͤßten oder 
Kleinſten gehoͤrige Werthe von x. Dies wird durch fol⸗ 


gende Tom, ‚deutlicher werden, ; 
SE 
T e | Erſtes 
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Erſtes Exempel. 


Es ift die Gleichung yy T may T 33 T bx f nxx o 
gegeben; man ſoll die größten und kleinſten Werthe 
von y finden. / 
Durch die Differenziation bekommt man 
25 dy f mxdy T mydx + bdx Fanxdx=e 
und hieraus wird . 
Pe my I b F anx, und Q = 2y t mx, 
Setzt man alfo P zz o, fo wird 
b — 2nx 
TB E 
und dieſer Werth giebt, wenn man ihn in die gegebene 
Gleichung ſetzt, ER 
: ann, u : 
e eu :l 8555 
— an xXx — 55 T 22 seg 
T a 
oder 
Anbx T bb mmaa 
WE Ur LEITET ER 
mmn — ar 
Hieraus folgt 
2nb K Y(mmnbh " mmn(mm — 4n)aa) 
COT UE TAB edd oe S 
oder 
anb X my n bb } n(mm — 4n)aa) 
u mm — A8) 


und 
y mb — oV (nbb'tn(mm = An)aa) 
wm — 4n 
Betrachtet man nun bloß x als veraͤnderlich, ſo wird 
b D 2 ar 
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dP —2ndx, und folglich K = an. Es iſt aber Qs ay 
gene eee ee, qn, 
0 i4 = ann 

^ v(nbb + n(mm — An) aa) 


und da der E dieſes Bruchs zun allemal poſitiv ift, 
ſo wird y ein Größtes; wenn das obere, und ein Kleinſtes, 
wenn das untere Zeichen gilt. Man bemerke hierbey noch 
folgendes. ! 

1. Wenn m —o iſt, fo folgt aus dei Gleichung p 
ſogleich x =, wo alſo nicht erft y weggeſchafft zu wer⸗ 
den braucht, Es gehört aber zu dieſem Werthe ein dop⸗ 
pelter Werth von y, weil Lé ni 2 bb — gin 
ift, unb davon ift ber pofift ve ein größter, und der negative 
ein kleinſter. 

ee b T EIE 
2. Sftn o, ſo wird y 2 — p und x waͤchſt ins 


unendliche; aber y behalt dabey immer denſelben Werth, 
und es giebt folglich weder ein Groͤßtes noch ein Kleinſtes. 


3. Sft mm = 4n, fo wird 4nbx f bb r mmaa = o, 
oder 


ä ö 
m mb - mb 


Es 
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d — bb 
Es ift demnach dieſer Werth von y, derzux=— I 
gehört, entweder ein größter oder ein Fleinfter. Da aber 


um jenen Werth oon y zu bekommen, in dem Ausdrucke 


à mb z 2Y(nbb T n(mm — 4n)aa) 
T mm —4n- 


das untere Zeichen genommen werden muß, ſo iſt dieſer 
Werth von y ein kleinſter. 


Zweytes Exempel. 


Es iſt die Gleichung yy — xxy T x S o gegeben; 
man ſoll die groͤßten oder kleinſten Werthe von y 
finden. 

Durch die Differenziatton der Gleichung bekommt 
man 
2ydy — xxdy —2xydx T dx — 3x2dx=o 
unb daraus wird 
PSI 3xx 2x, EB uan 


— 3xx 


Setzt man demnach P — o, fo wird y zs und 


folglich durch die Subftitution dieſes Werthes, 
Low + CL ALTE. 


3.3 — x3 | 
e? 3 2 ^ ionge x3 c0 


| oder 
1 — Xxx T 2x5 t 9x^-p2xf c o. 
Die eine Wurzel dieſer Gleichung ift x — — I, und dazu 
gehort y 1. Nimmt man aber y als beſtaͤndig an, ſo 
wird i 
R=—6x— 2, folglich 
ddy 2 T 6x 
dx2 25 — xx 


D 3 und 
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und dieſer Ausdruck giebt für x — — r und y — x den 
Werth — 4. Es iſt alfo y — t ein Größtes, Zär zx ca 
— I aber aehört aus der Gleichung yy — y == ein dop⸗ 
pelter Werth zu y, wovon der eine Do, alſo weder ein Groͤß⸗ 
tes noch ein Kleinſtes iſt. Dividirt man jene Glelchung 
des fünften Grades durch x FL, ſo ergiebt ſich eine Glei⸗ 
chung des vierten Grades, deren Wurzeln ſich nicht abge⸗ 
ſondert angeben laſſen. 


Drittes Exempel. 


Es iſt die Gleichung yy T 2xxy T 4x — 3 = 0 gegeben; 
man foll die größten oder Fleinſten Werthe von y 
; ‚finden. 


Durch die Differenziation bekommt man die Glei⸗ 
chung 
: 2ydy T 2xxdy t 4xydx T 4dx — o. 


d P ` 
Setzt man alſo Sei , ſo wird xy + 10, und daher 


1 2 — E Durch bie Subſtitution dieſes Werths aber 
erhält man aus der gegebenen Gleichung: 

. 22 H 4 — 3 O 21 E 

XX 


und die Wurzeln dieſer Gleichung ſind * ; Kg 
s=—3 Da nun N 


ME c _ 27-2 
dx 2 T2xx ` yTtxx. 


ift, fo wird 
ddy 27 
de C yis 
Auf dieſe Art bat man 
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, ddy 
x y d 2 
1 — 1 oo 
I 2 7 eo y 
3 x 
— 4 2 SUR, für ein Groͤßtes. 


Kr ddy ^ ; 4 
Da bey den gleichen Wurzeln Js — e wird, fo bleibt 


daraus in dieſem Falle unbeſtimmt, ob ein Groͤßtes oder 
ein Kleinſtes ſtatt finde, Weil aber zugleich yrax=o 


wird, fo iſt in diesem Falle nicht einmal . E o, weil in 


P 
dem Bruche 2 7 = ei P=o und Q. Do, und da 


alſo das M PE fehlt, fo findet weder ein Größ⸗ 
tes noch ein Kleinſtes ſtatt. 


A 278. 

Es giebt aber bey den vielfoͤrmigen Funktionen noch 
eine andere Art der groͤßten und kleinſten Werthe, welche 
"fi nach der bisherigen Methode nicht finden laſſen, deren 
Beſchaffenheit aber aus der Natur der zweyfoͤrmigen Funk⸗ 
tionen leicht entwickelt werden kann. Es fer nemlich y eine 
zweyfoͤrmige Funktion von x, fo daß y für jeden Werth 
von x einen zwiefachen Werth bekomme, die entweder 
beyde reell oder beyde imaginaͤr find, Wir wollen anneh⸗ 
men, daß die Werthe von y imaginaͤr werden, wenn x > f, 
reell hingegen, wenn x < f, und einander gleich und = g, 
wenn x — f geſetzt wird. Da alfo die Funktion y keinen 
reellen Werth hat, wenn rf genommen wird: ſo muß, 
wenn bey x E Werthe von y entweder groͤßer oder 
kleiner werden als g det Werth Sg im erſten Falle ein 

D 4 Klein⸗ 
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Kleinſtes, im zweyten ein Groͤßtes werden, weil er in jenem 
kleiner und in dieſem groͤßer iſt, als beyde vorhergehende. 
Es laͤßt fid aber dieſes Größte und Kleinſte nach der bis⸗ 


herigen Methode nicht finden, well hier nicht 4.0 wird. 


Es ſind aber auch dieſe groͤßten und kleinſten Werthe von 
einer ganz andern Art, wie bey der Vergleichung bald in 
die Augen fällt, 


9. 270. 
Es findet aber das Erwaͤhnte ſtatt, wenn man eine 
Gleichung von der Form 


rap E (az x)v(f = d 


hat, wobey p und g Funktionen von x find, welche fid) 
durch. — x nicht theilen laſſen, und q einen poſitiven 
Werth bekommt, wenn x fk oder um etwas weniges 
kleiner oder großer iſt. Es ſey p == g, wenn man x —f 
ſetzt: fo ift klar, daß in dem Falle x — f beyde Werthe 
von y in den einen g zuſammenfließen; nimmt man aber 
x d f, fo werden beyde Werthe imaginar. Nimmt man 
daher x um etwas weniges kleiner als f, ober x f e, 
fo e die Funktion 


vaddp 
Mp in g Lab E EE und 
SE a2ddq 
9 in q ZÀ3A ar. dc. 
uͤber, woher in UE alle 
ak? is «ddp «dq, e?ddq .. 
VRAT ET a e 
‚wird. Ze D „fe klein, daß die dn baue deſſelben 


gegen e verſchwinden, fo wird 


* 
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POUR E 
re e 


A dieſe beyden „ von y ſind kleiner als g, wenn 
d „ boſitiv, und größer, wenn = negativ iſt. Es ift ba: 


» der doppelte Werth y ig in jenem Falle ein größten 
und in dieſem ein kleinſter. 


$. 280. 


» Diefe größten und kleinſten Werthe rühren alfo daher, 
weil, wenn man x f ſetzt, beyde Werthe von y einander 
gleich, hingegen bey der Annahme x > f imaginär, und 
bey x « f reell werden, und weil außerdem, wenn man. 
x f „ ſetzt, das zweyte irrationale Glied höhere De: 
teſtaͤten von e giebt, e das rationale. Dies findet 
ſtatt, wenn 

resp ZÜ = SV Uc g 5 
wofern nut n eine ganze Zahl und > oft. Da aber nicht 
bloß die Quadratwurzel, ſondern überhaupt jede gerade 
Wurzel beyde Zeichen zuläßt, ſo iſt ſolches acht r wenn 

resp NF 
wofern nur 2n T X am, und hieraus Nët 
(y — p)2m SS (f — x)2n4192m, 
oder 

(y — p)2m = (f — . 
So oft daher eine Funktion y durch eine ſolche Gleichung 
ausgedruckt wird, und 2n T 1 > 2m iſt, fo iſt auch, wenn 
man „f ſetzt, der Werth von y ein groͤßter oder ein 


b ; dp ` 
fleinfter, und zwar das erſte, wenn bey x c f, E eine po⸗ 


D 5 ſitive, 
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ſitive, und das letzte, wenn zd eine negative Größe wird. 


" S ` d d , $ M 
Iſt aber in dieſem Falle — = o, fo wird 


dm «3ddp ELM 
ER us P 


Wenn alſo nicht 2 — a if, fo findet auch kein guößs 


ter oder kleinſter a fats i aber u A2, fo ift 


dd 
y-—g ein Groͤßtes, wenn Ge einen negativen, m ein 


4d 
Kleinſtes, wenn => einen pofitiven Werth hat. Auf dieſe 


dd 
Art hat man auch ferner zu Weiden, wenn = ver⸗ 


dx 
uie 
PR $.. 281. 

Wenn alſo y eine Funktion von x von der beſchriebe⸗ 

nen Art iſt, ſo kann es ſich ereignen, daß es außer den 
größten und kleinſten Werthen, welche ſich nach der vor⸗ 
hergehenden Methode finden laſſen, auch Groͤßte und 
Kleinſte dieſer andern Art hat. Wie man dieſe letztern 
nach den chen erklärten Regeln finden koͤnne, mögen fol 
gende Beyſpiele erläutern. 


Erſtes Exempel. 
Die größten und kleinſten Werthe der Funktion y zu be⸗ 
ſtimmen, welche durch die Gleichung yy — 2xy — 
2xx — I T3x Xx = o gegeben iſt. 
Um die größten und kleinſten Werthe der erſten Art 
zu finden differenziire man. Hiedurch wird 
: Se ,2ydy 


* 
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aydy — Kaes — 2ydx — 4xdx T gdx Y Ze =o 


d 
und, wenn man 4. o op PL 


Ben 3 
Sa, 2 xx. 
y 59.2 1 


Bringt man diefen Werth in bie erfte E fo be: 
fommt man 
gx4 — 32x9 T 42xx — 2xT520 
unb dieſe Gleichung läßt fid) in folgende auflöfen, 
goes — I4x T 5 o, und xx — 2x T 1 — 0. 

Die letzte giebt zweymal x = r, wobey y = 1 wird, daher 
in dieſem Falle der Nenner in dem Bruche 

dy 2 SÉ r 3 — 4x —23xx. 

dx 25 — 2x 
verſchwindet, und alſo weder ein Groͤßtes noch ein glein⸗ 
ſtes der erſten Art ſtatt findet. Die erſte Gleichung 

xx — I4x TS O 

giebt zez 1 und x — Er und von dieſen Werthen hat der 
erſte eben die Unbequemlichkeit als die, vorhergehenden. 


Setzt man aber x — = fo wird , 


dy. 2y — 3 TAX RX 
und da Dr e 
ddy _ A — 6x i cxi? 
dxa 25 — 2x y—x 
ddy a 
indem dy o unb der Zähler ex o. Es iſt als 8 


und 


60 Dritter Theil. Eilftes Capitel. 


und fo giebt der Werth x = : ein Kleinſtes der erſten Art. 


Da ferner (y— * ES j — x)3, fo wird 

== X K (I- - 2) 
und man erhält alſo auch, wenn man x n ſetzt, ein 
Größtes der zweyten Art. Denn ſetzt man x 1 — e, 
ſo wird * 

1 - EN. 

und beyde Werthe ſind kleiner als I, weil ſehr klein an⸗ 
genommen wird. 


Zweytes Exempel. 
Die groͤßten und kleinſten Werthe der Funktion 
1 S 2x xXx T (I- x)2Y(I —x) 
| zu finden. 
Fuͤt die größten und kleinſten Werthe der erſten Art 
differenziire man die Gleichung, wodurch man 


ge er ü u e 


dx 
erhält. Setzt man dieſen Werth So, fo findet man einmal 
d dy 15 ü Mie 
X Iz und da das SS —.2 Z- ya — x), fo ifty in 


dieſem Falle ein Größtes der erſten Art unb S1. Dividirt 
man aber die Gleichung z So durch r — x, fo wird 


unb hieraus 
— 
2869 


Wenn daher das obere Zeichen gilt, fo wird y e i 


ein 
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ein Kleinſies; nat man aber das untere Zeichen, fo 
fónnte y — 255 zwar ein Größtes ſcheinen, allein man 
darf bloß das obere Zeichen brauchen, da 4 zx es 
nicht = o ſeyn kann, wofern nicht Ye — x) — A 4 x iſt. 
Von der erften Art findet man alſo ein Groͤßtes bey x— 1, 
und ein Kleinſtes bey x — bey jenem ift y- L unb 


bey diefem 3555 Von der andern Art aber erhält 
man ebenfalls ein Größtes, wenn man x — 1 nimmt, 
Denn fest man x - e, fo wird 
y ss I . KV ^ 
in deyden Faͤllen kleiner als 1. In dieſem Falle, wo bey 
* I die beyden Groͤßten der erſten und zweyten Art übers 
einkommen, hat man gewiſſermaßen ein vermiſchtes Groͤßtes. 


A 282. 

Aus dieſen Beyſpielen erhellet nicht nur die Natur 
dieſer größten und kleinſten Werthe der andern Art, fone 
dern es laſſen ſich darnach auch nach Willkuͤhr dergleichen 
Funktionen zuſammen ſetzen, welche Groͤßte oder Kleinſte 
dieſer zweyten Art enthalten. Wie man aber bey jeder 
gegebenen Funktion erforſchen koͤnne, ob fie Größte oder 
Kleinſte der andern Art habe oder nicht, ſolches fell in 
dem folgenden Abſchnitte gelehret werden, weil dadurch 
die Natur der Curven ſehr erlautert wird. Uebrigens er: 
kennt man leicht, daß wenn y eine Funktion von x ift, wel⸗ 
che ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes der andern Art zulaͤßt, 
auch x eine ſolche Funktion von y feo. Denn da aus der 
Gleichung (y = (1— ph wenn man x za 1 fett, 

für 
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für y ein größter Werth von der andern Art ſich ergiebt; 
fo giebt, wenn man die veraͤnderlichen Groͤßen y und x 
verwechſelt, die Gleichung (x — y)? = (x — y)3 auch 
eine ſolche Funktion von x, welche ein Größtes der andern 
Art hat. Denn ſetzt man x — r, fo wird (1-502 = 
(1 — y)3, und daraus zweymal y =, und einmal y=o. 
Setzt man aber x 1, fo wird (ITS —y)2 2 (1 —y)5; 
und daher, wenn man 5 Ie ſetzt, C ev p == 
es — $3 und alfo e negativ. Nun fep y = 1 — , fo 
wird (b T Sa — 03, und da, wenn man e febr klein an⸗ 
nimmt, 93 gegen 92 nicht in SSettacbtung kommt, fo muß 
nothwendig » negativ ſeyn, und e$ entfprechen daher dem 
Werthe x — x1 T gar keine reelle Werthe von y. Setzt 
man aber x — 1 - und =- , fo wird, wegen 
(% — »)2 s, $ —— 0 e, und alfo y —e X ae 
daher beyde Werthe von y, welche zu x 2e 1 — gehoͤ⸗ 
ren, kleiner find als y.— r, welche aus — gehört, und 
folglich ein groͤßter Werth von y ift. 


$. 283. 

Bis hieher haben wir bloß zweyfoͤrmige Funktionen 
betrachtet, deren Groͤßte oder Kleinſte nicht ſchwer zu un⸗ 
terſuchen ſind, weil beyde Werthe durch die Aufloͤſung 
einer quadratiſchen Gleichung gefunden werden koͤnnen. 
Wenn indeß die Funktion y durch eine höhere Gleichung 
ausgedruckt wird, fo Lafen jid die Größten und Kleinſten 
der erſten Art nach der erklaͤrten Methode mit gleichem Er⸗ 
folge finden, und was die der zweyten Art betrifft, ſo bleibt 
die Unterſuchung derſelben dem folgenden Abſchnitte vor⸗ 
behalten. Wie die drey⸗ und vielförmigen Funktionen bez 

handelt werden muͤſſen, wollen wir nun an einigen Bey⸗ 


ſpielen zeigen. f N . 
: Erſtes 
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e Erſtes Exempel. E 
Die Sunkti on » deren größte oder kleinſte Werthe ver⸗ 
langt werden, ſoll durch die Gleichung 
mise any | 
gegeben ſeyn. 

Durch die ö erhält man aus dieſer Glei⸗ 
chung 
api T3x2dx es Suerg t3ayds, 

unb aífo 
dy 4 — — 
x d yy — a f 
Es wird daher ein W oder ein Kleinſtes geben, wenn 
a7 xx, oder y = iſt, ul dieſer Werth giebt, wenn 


man ihn in der Gleichung ſubſtituirt, 


, 


x6 , 

-i T x3 = 3x3, oder ag = 223x3 

a 
Es ift, alfo dreymal x So, und in 2 Falle wird der 
Nenner yy ax o, weil res ZC Eo iſt. Ob alſo 


in dieſem Falle ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes ſtatt finde? 
erhellet, wenn man x einen von o fo wenig als möglich 
verſchiedenen Werth beylegt. Es ſey alfo:x e » und y 9, 
fo wird, wegen 93 ai — zaso, entweder o ava, oder 
e — go2, Im erſten Falle wird as Ve ga 
alſo a. za, und daher y e Ev 320, wenn man x zz 
ſetzt. Wenn daher auch gleich „nicht negativ genommen 
werden darf, ſo iſt doch der eine von den beyden Werthen 
von y groͤßer als o und der andere kleiner, und es ift daher 
y o weder ein Größtes noch ein Kleinſtes. Wenn aber 
$ = 6% genommen wird, fo hat man e3 — 3ag«?, und 
d alfa 
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alſo à —— und 5 2. Man mag daher in dieſem 
N 34 En 


Falle x entweder +» ober = — nehmen, in bepben Faͤl⸗ 
len ift y — o größer als o, und folglich y = o in dieſem 
Falle ein Kleinſtes. Noch ift der dritte Fall aus der Glei⸗ 


chung x3 — 223 übrig, welcher x — br, 2, unb y ky. 4 
giebt. Um zu beſtimmen, ob derſelbe ein Größtes oder ein 
Kleinſtes gebe? differenziire man die Gleichung 
[ dy wu BIL RR 
dE yy — ax 
von neuem, wo man wegen dy — o und ay — £x o. 
Ady ua H BE ` 
dx: yy-—ax- 
erhält. Der Werth davon it im gegenwärtigen Falle 
3 Y 
—— — — E — E unb derſelbe zeigt an, 
3; 3 . — : 
2a2ya — aav a 
daß y ein Größtes ſey. 


Zweytes Exempel. 
Es iſt die Funktion y durch die Gleichung 
y* Tx^ p ay f ax3 bin; bay. 
gegeben; man foll ihre größten oder Cales Werthe 
finden. 
Da die Differenziation die Gleichung 
45 dy T 3ayydy — bsdy = kids — qup 4xidx 
giebt, fo ift : 
dy bs — 3axx — 4x8 
dx 47 T 3% — b3 


4% dy Ina * nv 
und für I. = o, b$zx3ax& } 4x3, Es kommt alſo 
8 alles 
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alles darauf zuruck, daß die größten und kleinſten Werthe 

der einfoͤrmigen Funktion bs — ax3 — x4 aufgefucht wer⸗ 

den, indem dieſe zugleich die größten und kleinſten Werthe 

der Funktion y Dap, Es ſey a 2 2 und b — 3, oder die 

Wich lun ^d) 1 

74 ＋ 4 1 275 +: 22 == phe ＋ 277 
gegeben; ſo pi gi DÉI isi 
jay. 6xx — 4x5 
= pH 6yy — a7 
4x3 T 6xx — 275 . 
Dividirt man dieſe Gleichung durch 2x'— 3 o, fo bte 
koͤmmt man 


„und 


2xx [6x T9 20: 
unb ba bie Wurzeln Meer legten Gleichung imaginar find, 
fo wird 


* mL und ya gays — 7 = 19 
und die Wurzeln diefer 1 ſind 3 — 


me un 6xx — 

i Tr 7 i 
ddy _ 2x — I2xX 
des 4y3  6yy = a7 

und dieſer Werth zeigt ein Kleinſtes an, wenn er bey 


oder Kleinſte. Da aber Z 2 At if 


x =: poſitiv, ein Größtes aber, wenn er dabey nega⸗ 


tiv wird. 


Drittes Exempel. 
Die größten und kleinſten werthe von y zu beftimmen, 
wenn 
y" a xh = byrxs ift. | 
Durch die Differenziation erhalt man 
fEul, Diff. R. 3. Th. od. a. Th. a. Abth. „ 
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dy qꝗbyrxa-x — naxá-r 
b var e p 
und ſetzt man dieſes = o, ſo wird einmal x — o, wenn 
n und g größer als 1 find, und dann auch y c o. Ob es 
in dieſem Falle ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes gebe, wird 
man finden, wenn man die nächſten Werthe unterſucht, 
indem auch der Renner — o ift, und bey dieſer Unterſu⸗ 
chung kommt es vorzüglich auf die Exponenten an. Auf 


ſerdem giebt aber die Gleichung 0 zo 
es Mani c 
\ - ` q : : 
und fubftituirt man dieſen Werth in der gegebenen Glei⸗ 


chung, und ſetzt ton qß = g/ fo wird 


m mn — mq 
St ey e 
DÉI P. dam 


oben 
m mn — mq — np 
gx 2 = (n - 91 
4 
woraus ſich 
S — ey (mn - mie un. . gm; (mu- d- ap) 
A 


ergiebt, und zugleich wird as auch y bekannt. Dann 
muß man unterſuchen, ob das zweyte Differenzial 


ddy . Chef 21) Eie unf Dax"? 
FE & mym- . — pbyP-ixi 


einen poſitiven oder einen negativen Werth bekommt. Im 
erſten Falle hat man ein Kleinſtes, im andern ein Groͤßtes. 


R. 9 Viertes 
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Viertes Exempel. 
Die größten und kleinſten Werthe von y zu beſtimmen, 
wenn 
y^ T x4 I 4Xy — 2 
p" Wt 
Durch die Differenziation erhält man, 
5 dy y x3 


* 


dx y? — X 
und hieraus 
ES zÄ, 
Folglich ift à 
xI2 = 3x4 — 2, oder x12 — 3x4 T 2 0 
und dieſe Gleichung läßt fich in 15 
x4 — 1 o, und * ＋ x4 - 2 o 
und die letztere in 
x4 — [2506 und x4 ＋ 2 2 O 

aufloͤſen. Es ift demnach zweymal x = 1 oder x e — 1, 
und in beyden Fällen verſchwindet auch der Nenner des 


Bruchs 25 um alſo zu erforſchen, ob in dieſen Fällen 


ein Größtes oder ein Kleinſtes Datt habe, ſetze man x 
1 und 71 o: fo ift 


1 — 49 1 — 4% 24 — 4, 40 — 2 


T 60° 7 6% ＋ 4% 
— 40 — 40? 
To9* T a^ 

und alſo 


4 = 642 } 602 — 403 — 423 T Q4 T s^ 
unb, da «unb o ſehr klein ſeyn ſollen, 
4% = 692 t 6. 
E 2 : Es 
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Es ift affe der Werth von o imaginaͤr, man mag » pofitio 
oder negativ annehmen. Mit andern Worten, wenn y 
und x die Coordinaten einer Curve bedeuten, fo hat dies 
ſelbe, wenn x — r unb y=ı, einen zu ihr gehörigen 
Punkt, (punctum conjugatum). Es kang aber dieſer 
Werth weder fuͤr einen groͤßten noch fuͤr einen kleinſten 
gehalten werden, weil die vorhergehenden und nachfolgen⸗ 


Lj 


den Werthe, mit welchen er verglichen werden muß, ima⸗ 


ginaͤr ſind. 


. 284. ` 

Wenn die Gleichung, wodurch das Verhaͤltniß zwi⸗ 
ſchen x und y ausgedruckt wird, fo beſchaffen ift, daß eine 
Funktion von y einer Funktion von x, oder Y = X wird, 
fo muß man, um die groͤßten und kleinſten Werthe derſel— 
ben zu finden, dX So ſetzen, und es wird demnach y in 
eben den Faͤllen ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes, in welchen 
X ein ſolches wird. Auf aͤhnliche Art wird x, wenn man 
x als eine Funktion von y betrachtet, ein Größtes oder ein 
Kleinſtes, wenn dY == o, oder wenn Y ein Größtes oder 
ein Kleinſtes iſt. Es folgt indeß hieraus nicht, daß x und 
y zugleich Größte oder Kleinſte werden. Denn iſt oan — 
yy S abx xx, fo it y ein Größtes oder ein Kleinſtes, 
wenn „ b, und dabey wird y c a E v (aa — bb). 
Hingegen wird x ein Größtes ober ein Kleinſtes, wenn y e a, 
und dabey ift x b V(bb—aa). Es wird alfo y kein 
Größtes oder Kleinſtes, wenn x — b € v (bb aa) ift, 
und bod) ift in dieſem Falle x ein Größtes oder Kleinſtes. 
Uebrigens hat in dieſem Falle, wenn y größte oder kleinſte 


Werthe zukommen, x dergleichen nicht, denn y kann kein 


Größtes oder ein Kleinſtes werden, wofern nicht a > b ift; 


aber in dieſem Falle wird das Größte oder Kleinſte von x 


imaginaͤr. » 285. 
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§. 285. 
Es kann ſich aber ferner auch ereignen, daß nicht alle 
Wurzeln der Gleichung dX So groͤßte oder kleinſte Wer⸗ 
the von y geben. Denn wenn jene Gleichung zwey gleiche 


Wurzeln hat, fo findet weder ein Größtes‘ noch ein Klein⸗ 


fies ftatt, und eben dieſes geſchieht, wenn es irgend eine 
gerade Anzahl gleicher Wurzeln giebt. Waͤre z. B. die 
Gleichung 

b(y — a) e (x b)s T c5 
gegeben, wo man durch die Differenziation 

2 bdy (y - a) = 3dx(x — b)? f 
bekommen würde: fo hätte die Funktion y weder ein 
Größtes noch ein Kleinſtes, wenn man s = b naͤhme, weil 
hier zwey gleiche Wurzeln vorkommen. Wenn hingegen. 
x als eine Funktion von y betrachtet wird, fo wird daſſelbe 
ein Größtes oder ein Kleinſtes, wenn man y.z3 a febt, und 
zwar (ft x = b — c ein Kleinſtes. Da endlich in den Glei⸗ 
chungen von der Form Y=X die veränderlichen Größen x 
und y nicht mit einander vermiſcht werden, fo find alle 
reelle Werthe von y, welche man durch die Werthe von x 
aus der Gleichung dX = o erhält, Groͤßte oder Kleinſte. 
Sind in einer Gleichung die beyden veraͤnderlichen Größen 
unter einander vermiſcht, fo findet dieſes nicht ſtatt. 


i §. 286. 

Was außerdem noch von der Natur der groͤßten und 
kleinſten Werthe zu ſagen iſt, behalten wir dem folgenden 
Abſchnitte vor, weil ſolches mittelſt Figuren leichter dar⸗ 
geſtellt und erklaͤrt werden kann. Jetzt gehen wir fort zu 
den Funktionen mehrerer veraͤnderlichen Größen, und zur 
Erforſchung der Werthe, welche den darin vorkommenden 
veraͤnderlichen Groͤßen beygelegt werden muͤſſen, damit 

6 3 bie 
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die Funktion einen größten ober kleinſten Werth bekom⸗ 
me. Zuvoͤrderſt fallt dabey in die Augen, daß die Sunt 
tion von der Form X TY, wenn X eine Funktion bloß 
von x, und Y eine Funktion bloß von y bebeutet, ein Groͤß⸗ 
tes oder ein Kleinſtes ſeyn werde, wenn ſowohl X als X 
ein Größtes oder ein Kleinſtes iſt. Um alſo den größten 
Werth von X T Yu finden, muß man die Werthe von x 
ſuchen, wobey X ein Groͤßtes wird, und dann ferner die 
Werthe von y finden, wobey Y ein Groͤßtes iſt. Hat man 
dieſe gefunden, fo geben beyde, in die Funktion X T Y ge 
bracht, den groͤßten Werth; und ein aͤhnlicher Weg muß 
für. den kleinſten Werth von X F genommen werden. 
Man muß ſich daher huͤten, zwey Werthe von entgegen⸗ 
geſetzter Beſchaffenhejt mit einander zu verbinden, fo daß 
der eine für X ein Größtes und für Y ein Kleinſtes gebe. 
In dieſem Falle würde die Funktion XI Y weder ein 

Groͤßtes noch ein Kleinſtes ſeyn. Hingegen wird die Funk⸗ 
tlon X — Y ein Groͤßtes, wenn X ein Größtes und Wein 
Kleinſtes ift, und ein Kleinſtes, wenn X ein Kleinſtes und 
Y cin Größtes iſt. Wenn man aber von beyden Funktio⸗ 
nen X und Y. zugleich das Größte oder Kleinſte nehmen 
wollte, fo würde ihr Unterſchied X — Y weder ein Groͤß⸗ 
tes noch ein Kleinſtes ſeyn. Alles dieſes iſt aus dem, was 
vorhin über die Natur der groͤßten und kleinſten Werthe 
geſagt worden ift, leicht einzuſehen. 5 


m $. 287. 

Wenn alſo bie größten oder kleinſten Werthe einer 
Funktion zweyer veränderfichen Größen gefunden werden 
ſollen, ſo iſt weit mehr Vorſicht noͤthig, als wenn in eben 
der Abſicht eine Funktion einer einzigen veraͤnderlichen 
Groͤße gegeben iſt. Denn man muß dabey nicht bloß die 

Faͤlle 
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Falle ſorgfaͤltig beſtimmen, in welchen ein Größtes oder 
Kleinſtes hervorgebracht wird, ſondern außerdem aus dieſen 
je zwey auf die Art mit einander verbinden, daß die ge⸗ 
gebene Funktion ein Groͤßtes oder Kleinftes werde. Wir 
wollen dieſes durch einige Exempel erläutern. | 
Erſtes Exempel. 
Es ift die Sunktion zwefer veraͤnderlichen Größen 
qy* — 8y* t 1232.9 3.20135 ee 
gegeben; man foll oic Werthe von x und y finden, 
wobey die Funktion ein Größtes oder Ee 
` wird, / / 
Da ſich dieſer Ausdruck in zwey Theile Y X theilen 
laͤßt, wovon jener eine Funktion von /, und dieſer eine 
Funktion von x iſt: fo ſuche man die Faͤlle auf, wo jede 
dieſer Funktionen ein Groͤßtes oder ein genie wird. 
Da alſo 
—— 875 eier 
ſo wird 
dY 1 ene Jud d 
— 3 — — 
pou 24y* T 36y — 8 
und fest man dieſen Ausdruck — = o, fo wird, nachdem man 
durch 4 getheilt hat, 
e ee Kate deg 
und die Wurzeln diefer Gleichung find 
Ss und y = EVA 


BG giebt y —2ein 


Größtes. Gë die 3 beyden Wurzeln e zs EN] 
betrifft, welche aus der Gleichung yy —4y t 1 o ent⸗ 
E 4 e ſprin⸗ 
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dY ; ? 
fpeingen: fo wird A = yy- — - 4y. + 3 ='2, nnb e$ 


geben daher beyde SC Man hat alſo 
ya}! Ye g ein Groͤßtes 
y—2--v3|Yz—1J]. i t 
7 t v Së } ein Kleinſtes. 
Da ferner X = x3 — 3x3 — 3 iſt, fo wird 
i; EM e e 
dx = 3x2 -- 6x 3 
und daraus ergiebt fic die Gleichung 
xx c5 2x T 1, und alſo x 2x x EV. 


Nun iſt E Xx -I EN. Folglich giebt die 
Wurzel x = x p v ein Kleinſtes, nemlich X = — 5 
— 4/2, und 1 - ein Größtes, nemlich X ez 
— 5 T A3. Es ift demnach die Formel : 
OX $ Y y4— 8y3 T 187 — 8y T x3 —3xx — 3x 
ein Größtes, wenn man y = 2 unb x=1— Va ſetzt, 
und wird dabey = 3 T . ben dieſe Formel wird 
ein Kleinſtes, wenn man 72 — v^3 ober y 2 V^3 
und x- IT Va nimmt, und in diefem Falle —6— 4^2. 


Zweytes Exempel. 


Se ift die Funktion zweyer VUA bus Größen 
74 — 8y3 b18y* = 8y — x* P 3xx T 32 
gegeben; man foll die Sálle beftimmen, worin fie ein 

i Groͤßtes oder Kleinſtes wird, 


Braucht man Y und X wie vorhin, ſo iſt : 
Y —y4 853 + 1872 — 8, unb 
` Xzx3—23xx—23xX .'. 
und daher die gegebene Funktion = Y — X. Aus der 
vorher⸗ 
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vorhergehenden Entwickelung erhellet ferner, daß Y — X 
einen größten Werth hat, wenn man y — 2 unb x — I1 
T V2, und ein Kleinſtes wird, wenn man y ss N 
und 21 — n fest In jenem Falle wird fie = 13. 
Ava und in dieſem = 4 4/2. Uebrigens erkennt 
man bey beyden Exempeln leicht, daß die gefundenen Wer⸗ 
the in Vergleichung mit allen uͤbrigen moͤglichen weder 
groͤßte noch kleinſte Werthe genennt werden koͤnnen. Denn 
fette man in beyden y = 100 und x So, fo befäme man 
offenbar einen groͤßern Werth als wir vorhin gefunden 
haben, und auf ähnliche Art wuͤrde ſich ein kleinerer er: 
geben, wenn man y==o und = = roo annahme. Man 
muß daher die obige Beſtimmung der groͤßten und kleinſten 
Werthe nicht vergeſſen, und unter einem groͤßten Werthe 
allemal den verſtehen, der größer ift, als die nächften vor 
ihm vorhergehenden und auf ihn folgenden; ſo wie unter 
einem kleinſten denjenigen, der kleiner als die zunaͤchſt vor 
ihm vorhergehenden und auf ihn folgenden iſt. So iſt 
z. B. der Werth von Y — X, welchen man findet, wenn 
man y D 2 unb x z 1 a fest, größer als diejenigen, 
welche man bey y — 2 E „und X ITV Ze erhält, 
wenn a und o hinlaͤnglich kleine Groͤßen bedeuten. 


$. 288. d 
Nach dieſen Beyſpielen wird es leicht ſeyn, die Unter⸗ 
ſuchung ins Allgemeine zu fuͤhren. Es bedeute alſo U. 


irgend eine Funktion zweyer veraͤnderlichen Größen x und | 


y, wofuͤr bie Werthe von x und y geſucht werden fol 
len, wobey U ein Größtes oder ein Kleinſtes wird. Da 
in dieſer Abſicht jeder der veraͤnderlichen Großen x unb y 
ein beſtimmter Werth beygelegt werden muß: ſo nehme 
man an, daß der Werth, welch hen y haben muß, wenn U 

E 5 ein 
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ein Größtes oder ein Kleinſtes werden fell; ſchon gefunden 
ſey. In dieſem Falle braucht nur noch der zugehörige 
Werth von x geſucht zu werden, und dies geſchieht, wenn 
man die Funktion U fo differenziirt, als ob bloß x verän: 
derlich waͤre, und das Differenzial —— fest. Auf aͤhn⸗ 
liche Art findet man den erforderlichen Werth von y, wenn 
man den Werth von x als bereits gefunden betrachtet, die 
Funktion U fo differenziirt, als ob bloß y veraͤnderlich 
wäre, und das Differenzial = o fett, Iſt daher das Dif⸗ 
ferenzial : 
, dUszPdx T Qdy 

fo muß Bes o unb Q=o ſeyn, und aus diefen beyden 
Gleichungen faffen ſich dann die gefuchten Werthe von x 
und y finden. ä 


$. 289. 

Da man auf dieſe Art die Werthe von x unb y, wo⸗ 

bey die Funktion U ein Groͤßtes oder Kleinſtes wird, ohne 
üunterſchted findet: fo muͤſſen nun noch die Fälle, in wel⸗ 
chen ein groͤßter oder ein kleinſter Werth entſteht, von 
einander unterſchieden werden. Soll nemlich die Funktion 
Vein Größtes werden, fo muͤſſen beyde veraͤnderliche Groͤ⸗ 
ßen die dazu erforderlichen Werthe haben; denn wenn der 
Werth der einen ein Groͤßtes, und der Werth der andern 
ein Kleinſtes gebe: fo wuͤrde die Funktion ſelbſt weder ein 
"Größtes noch ein Kleinſtes werden. Hat man demnach 
aus den Gleichungen P= o und Q = o die Werthe von 
x und y gefunden, ſo muß man unterſuchen, ob beyde einen 
groͤßten oder kleinſten Werth hervorbringen, und alsdann 
erſt beyde mit einander verbinden. Iſt dies geſchehen, 
fo laßt ſich mit Sicherheit behaupten, aber auch fo nur, 
daß der Werth der Funktion ein groͤßter oder ein kleinſter 


i ſey. 
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ſey. Eben das gilt vom Kleinſten; es kann die Funktion 
V kein Kleinſtes werden, wenn nicht zugleich beyde Werthe 
von x und y ein Kleinſtes geben. Es ereignet ſich indeß 
bisweilen auch, daß die Werthe beyder veraͤnderlichen 
Groͤßen aus den Gleichungen P zo und Q o weder 
ein Größtes noch ein Kleinstes geben; und dieſe Fälle muͤſ— 
ſen ebenfalls ſogleich als untauglich verworfen werden. 


§. 290. 

Ob aber die Werthe von x unb y ein Größtes oder ein 
Kleinſtes geben, findet man, wenn man jeden befonderg 
unterſucht, auf aͤhnliche Art, als wenn nur eine veraͤn⸗ 
derliche Groͤße da wäre, Um nemlich x zu beurtheilen, 
betrachte man y als a beſtändige Groͤße, und da als⸗ 


dann dU = Pdx, oder © L— = P ift, fo differenziire man P. 


von neuem, ohne auch gn y als veränderlich zu betrach⸗ 
dd u 2: 


ten, um — "PA REL erhalten. Nun unterſuche man, 


ob der Werth von * wenn man für x unb y die zuvor 
gefundenen Werthe ſetzt, pofi tiv ober negativ ſey; im er⸗ 
ſten Falle hat man ein Kleinſtes, im andern ein Groͤßtes. 
Auf aͤhnliche Art ift, wenn x als eine beſtaͤndige Größe 
angeſehen wird, dU = Ody, oder 45 = Q. Man dif⸗ 
ferenziire alfo Q von neuem, indem man bloß yals veränder⸗ 
lich behandelt, und unterſuche den Werth von E indem 
man für x und y die aus ben Gleichungen P — o unb 
Q = 0 gefundenen Werthe fest, Wird 47 poſitiv, ſo iſt 


dies 
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dies ein Merkmal eines Kleinſten, wird es aber negativ, 
ein Zeichen eines Groͤßten. Hieraus erhellet, à fein 


Größtes oder Kleinſtes ſtatt finde, wenn = und 5 — dur 


die für x und y gefundene Werthe Werthe von We 
ter Beſchaffenheit bekommen, «ij aber ein Kleinſtes erzeugt 


werde, wenn beyde Formeln © — ` und ES pofito, und ein 


Groͤßtes, wenn beyde negativ ze 


$. 201. 
TR dp d 
Wenn aber eine von den Formeln em unb s ober 


auch beyde bey der Subſtitution der gefundenen Werthe 
von x und y u. 5 muß man zu den folgenden 


e : 
Differenziatien a sc? und 478 2. fortgehen. Verſchwinden 


dieſe nicht, ſo e wier ein Groͤßtes noch ein Kleinſtes 
ſtatt; verſchwinden fie aber, fo muß man nach ben For⸗ 
da P d3 


meln J ; und dy3 urtheilen, und zwar auf aͤhnliche Art, 


als ſolches bey den Formeln = zi lët, Um in⸗ 
deß deutlicher zu zeigen, in was = Fillen dieſes 1 ſo 
E der für x gefundene derth = Sat wobey, wenn © = P dadurch 


= o wird, 45 nothwendig einen Faktor * — a haben 


muß. Iſt dieſer Faktor nur ein einzelner und kommt kein 
anderer ihm gleicher darin vor, ſo iſt dies ein Kennzeichen, 
daß weder ein Größtes noch ein Kleinſtes ſtatt finde, Eben 

dies 
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dies geſchieht, wenn S den Faktor (x — el, (x — ai? 


ꝛc. hat. Iſt hingegen (x — «)2 oder (=) sc. ein 
Faktor, fo wird dadurch zwar ein Groͤßtes oder Kleinſtes 
angezeigt, allein man muß auch erſt noch unterſuchen, wie 
es fid) mit y verhalte. 


A 292. 
Die Art die hoͤhern Differenzialien in biefen Fällen zu 
finden, läßt ſich aber außerordentlich erleichtern. Denn neh⸗ 
men wir, um die Sache ganz allgemein zu behandeln, an, 


es fep ax T & — o gefunden, und die Formel 2 habe den 
Faktor («x I ais, fo daß = = («x T Ha fep: fo ift 


dap ; f RO 
weil ax T à — o, Sc =, 22T, und da 2«2 poſitiv ift, 


fo hat man bey der anzuſtellenden Beurtheilung lediglich 
auf T zu ſehen. Iſt J poſitiv, fo zeigt dies einen kleinſten, 
iſt es aber negativ, einen groͤßten Werth an. Eben die⸗ 
ſes Erleichterungsmittel kann man brauchen, wenn nur 
eine einzige veraͤnderliche Groͤße da iſt, ſo daß man nie 
noͤthig hat, zu den hoͤhern Differenzialien aufzuſteigen. 
Ja man hat nicht einmal noͤthig, zu den zweyten Differen⸗ 
zialien fortzugehen. Denn wenn aus der Gleichung P o 
fic «x T 8 = o ergiebt, fo muß P nothwendig den Faktor 
ex} e habe. Auf dieſe Art wird P = (ax T &)T, und da 


di dr... A 
8 Text 922 wird, fo hat man, indem ex }& 


„dp : 
= o ift, dx = «T; unb es zeigt daher der andere Fak⸗ 


: tot 
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tor T, je nachdem der Werth von aT poſitiv oder elatio : 
ift, kn Kleinſtes oder ein Größtes an. 


9. 293. 

Nach dieſen Vorſchriften kann es nicht ſchwer fallen, 
bey jeder gegebenen Funktion zweyer veraͤnderlicher Groͤ⸗ 
ßen die Faͤlle zu beſtimmen, wo dieſelbe ein Größtes oder 
ein Kleinſtes wird. Was außerdem noch anzumerken iſt, 
wird ſich am leichteſten bey der Entwickelung einzelner 
Falle beybringen laſſen, daher wir die gegebenen Regeln 
durch einige Exempel erläutern wollen. 

N Erſtes Exempel. 

Es iſt die Funktion zweyer veraͤnderlichen Groͤßen: 
U xx Tx T yy — ax — by 
gegeben; man ſoll die Faͤlle beſtimmen, worin ſie 
ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes wird. 

Da s m 

dU S axdxfydx Txdy 2ydy — adx = bdy 

ift: fo wird aus der Vergleichung mit der allgemeinen 
Form dU PdxTQdy, 

PzaxTy--a, und O = 25 f * bh 
Hieraus ergeben ſich die Gleichungen 

ax Ty - a o, und 2y Tx —bo 
aus denen man durch die Wegſchaffung von y 

x — b Ax — 2a, und alfo 

2b — 4 


! 2a — b ` : 
* zy und 7 = a — Bä ES 


erhält. Da alſo x z5, und a7 S2 wird, ſo zeigen 


beyde ein e an. Wir ER Diane) daß die 


Formel 
xx 
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xx T xy T yy 2x — bx 
ein Kleinfies werde, wenn man 


— b 5 ab — a 
* und y — : 
nimmt, unb es wird alsdann 
b 0 . 3b. ak 2 ab — bb 


3 3 
und dieſer Werth, als ein einziger, unter allen der kleinſte. 
Es kann alſo nur auf eine Art 
aa K ab bb 
3 f 
werden, und da es nicht kleiner werden sig fo ift die 
Gleichung 


xx T xy 1 / — ax bp = — 


xt ab — bb 


. 1 % yy br Ee 3 tee 


eine unmoͤgliche Gleichung. 


Zweytes Exempel. 
Die Säle zu beſtimmen, in welchen die Formel: 
b * 1% 3a) 
ein Größtes oder ein Kleinſtes wird. 
Da 
48 gad + 3y2dy — jaydx — 3axdy 
ift, fo wird 
Pz3xx —3ay, und Q = 3yy — 3aX 
. unb daher 
ay D xx und ax 2 yy. 


Da alſo vr Es = = ax ift, fo hat man x — a3x 230, 


und alfo entweder * o oder x A. Im erſten Falle iſt 
P ddp 
RS O, im andern — a. Da nun ex ES Gx, — 2 D, 
> dx dx2 


und 


80 Dritter Theil. Eilſtes Capitel. 


und 82 = 6y und GR = iſt: fo entſteht im erften 
dy dy? 


Falle, wenn x = o und y So ift, weder ein Groͤßtes noch 
ein Kleinſtes. Im andern Falle aber, wenn x — a und 
y — a ift entſteht ein Kleinſtes, weil a poſitiv iſt, und zwar 
wird U = as, welcher Werth indeß bloß kleiner ift, als 
die zunaͤchſt vorhergehenden und zunächft folgenden; denn 
es leidet keinen Zweifel, daß U einen weit kleinern Werth 
bekommen koͤnne, wenn beyde veraͤnderliche Größen x und 
y negativ genommen werden. 


Drittes Exempel. 
Die größten und ableinften Werthe der Funktion: 
UK T ayy - bxy f ex 


zu finden. 
Da 5 N 
dU = axIdx F2aydy — bydx — bxdy t cdx 
ift, fo wird 


b äre = by be unb QD 2ay — bx 
und wenn man beyde Werthe So fegt, 
bx À 
nz und folglich 
bbx „ abb — Aae 
3 XR CV 
alſo : 
z d bb E Vy(b4 — 4822€) 
Cen 12a 
Wofern alfo nicht ba — 48 aae > o ift, fo hatiideder ein 
Größtes noch ein Kleinſtes ftatt. Es fen daher t 
b 2 | 
b4 — 48aac c3 bb alfo c za 9 
48 aa 
D ` fo 
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fo wird 
b Lx 
NUES e vis Ed 


12a 242a 
i ww e dQ : 3 2 
Da ferner rris 6x, unb Ca — 2a ift, fo wird 9 


g m pps 
N . MWofern alfo nicht 2a und Ir einer⸗ 


ley Zeichen haben, fo findet weder ein Groͤßtes noch ein 
Kleinſtes ſtatt. Sind aber beyde entweder poſitiv oder 
negativ, welches ſtatt finden wird, wenn das Produkt 
beb + f) pofítío ift: fo wird die Funktlon U ein Kleinſtes, 
wenn a pofitiv, und ein Größtes, wenn a negativ iſt. Iſt 


b(b K. 
2 


ba 2 " vx. 
alfo f— o oder € = GE fo wirdy AE poſitiv ift, 
die Funktion U ein Kleinftes, wenn a eine poſitive Größe 

b b3 : 5 
und x= DÉI te ift hingegen a negativ, 
fo geben eben dieſe Subfitutionen ein Größtes. Iſt k b, 
ſo entſteht in beyden Faͤllen ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes; 
d " b (b f 

ift aber f» b, fo geben bloß x c — 2 
bb(b T £) T6 
aa 


unb y= 


ein Größtes oder ein Kleinſtes ; je nachdem a 


negativ oder poſitiv iſt. Es fep a — r, b.e 3 unb £— r, 
fo daß 
vx Ty - xy ix 

werde: fo ift U ein Kleinſtes, weil a poſitiv wird, man 
mag x — 1 unb y — 2, oder x — 3 unb y ſetzen. Im 
erſten Falle wird U — 1, im letzten = d, Wenn man 
aber für x negative Zahlen nimmt, fo ift leicht einzufehen, 
daß man für U noch viel kleinere Werthe erhalten kann. 
Man muß daher U Sz in bem Verſtande als ein Klein⸗ 
Eul. Diff. R. 3. Th. od. 2. Ch. a. Abth. F ſtes 
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ſtes betrachten, daß damit gefagt werden ſoll, U werde 
einen groͤßern Werth bekommen, wenn man x=2 e 
und e 3 Te ſetze, und » und kleine poſitive oder ne 
gative Zahlen find. Es darf aber » die Grenze — nicht 
uͤberſchreiten; denn wenn e « — , fo kann U kleiner 
werden als 4. 


Viertes Exempel. 
Die größten und kleinſten werthe der Funktion: 
US XA TNA axxy — axyy T ecxx t ccyy 
zu finden. 8 


Differenziirt man, ſo wird 
P=4x3 22 — ayy T2ccx, und 
Q=4q4y3 — axx — 2axy T 2cey; 

und ſetzt man dieſe Werthe = o und zieht ſie von einander 


ab, ſo wird 
Aan — 47 Taxx — 257 F2ccx — zeen zs EO 


Da dieſe Gleichung durch x — y theilbar ift, fo ift einmal 
x y, und dann auch 4x3 — 3axx F ac ez o. Hier⸗ 
aus fließt x = o, und 4xx = 3ax — ace, oder x — 


ge $9 
e Nimmt man x So, fo wird 


auch y 230, und wegen 


dh 
* lax — 2ay T ace, und 


dQ 
—— == [ayy — 2ax Tj 2cc 
E 
bie EO U ein Kleinſtes — o. Setzt man x y — 
N cm c ` 
LE a — ien fo. wird, wenn gaa > 32cc, 


wegen 4xx = 3ax ace x 
v dP 
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gr 8 85 Ia RX Z Ax + a6 cim ux e dee 
dx dy 
olaa — 32cc d ga OA iuis Bees 
8 
und da dieſer Werth allemal poſitiv ift, weil 3200 < 9aa, 
fo wird U in nes Falle ein Kleinſtes und 
— 27 
256 
Dividirt man aber die Gleichung 
4x3 — 473 Taxx — a T 2c — * So 
durch x — y, fo wird 
4xx T 4xy T 4yy T ax dcs ay 4 ar = . 
Aber aus der Gleichung PDO wird 
D rn = any Ben 298m E 
und durch die Subſtitution dieſes Werths wird 
16x3 T 4axx |] aix T 8cex Face 
= geg, cl 
4ax — ac 
Nun giebt aber die Gleichung 
3 
— ex * T aux b acer 
und es wird demnach 
, 16x3 T 4axx T 4ccx T 2acc c 4 
(4x = a)V(4ax3 T aaxx T 2accx) 
oder nach Wegbringung der Irrationalitaͤt 
256 * T 192axf T 90a 4 T 433 
TaaRce. góaec 


O*- 


; | 


"ab Amt d aic — Sea T a on ao 


= D 
f 4a2c4 


— 24 

i i Aaneren 
+ 16c4 

mn dieſe Gleichung reelle Wurzeln hat, [3 zeigen dies 

F 2 ſelben 


Dae 
+ 16204 
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ſelben groͤßte oder kleinſte Werthe der Funktion U an, 


: dp d SE 
indem i unb P Größen mit einerley Zeichen werden. 


Fuͤnftes Exempel. 
Die groͤßten und kleinſten Werthe das Ausdrucks: 


x4 ] mxxyy f y* [2axx T naaxy T aayy —U 
zu finden. 


Durch die Differenziation findet man 
Pp 24x33 [a2mxyy f2aaxtnaay=o 
Qz4y? T2mxxy T 2aay T naax — o, 
Veyde Gleichungen zu einander abbírt und von einander 
ſubtrahirt, geben 
(axx T Ap T 4yy — àmxy f 22a — nas(x— y) o 
(axx — 4Xy T 4yy T 2mxy T 22a T naa)x TY = 
fo wie dieſe auf ahnliche Art nach der Diviſion durch x — y 
und x y behandelt 
| 4xx T 4yy T2220, unb 
4Xy amxY naa o. 
Aus der letzten ergiebt (id) 
{ naa 
St = 2(n — m)x 
die erfte aber läßt keine reelle Werthe zu. Wir be alſo 
drey Fälle. 


1. Wenn y D x, fo iſt 
4x3 T 2mx3 T 2aax T naax — o 
woraus entweder x Do, oder 2(2 T m)xx T (2 T n)aa 
= o wird. Es ſey x — o, ſo ift auch y — o, uino wegen 
d? 


* = laxx A 2myy hoan, und 


dQ 
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X e 12yy T 2mxx T 223. 

in dieſem Falle U = o ein Kleinſtes, indem der Gott 

ficient aa poſitiv ift. Der andere Fall giebt xx 2 — 

5 90 i = weicht Gleichung nicht reell ſeyn kann, wofern 
n ＋ 2 


nicht E negatio ift. Es fep Se = — akk, oder 


n ez — gkkm — akk — 2, fo iſt x = Ska und y 


dp 
E ka; aber SE 1akkas t amkksa T 232a und 


20 ei I2kkaa T 2mkkaa T 222. Da alſo ar ad 
dy 2 Je c» dx 


E einander gleich find, fo, ift U entweder ein Kleinſtes 


oder ein Größtes, je nachdem incepet positiv er nes 
gatio find, 


2. Wenn y= x, fo ift 2(m F-2)x3 = (n —2)aaz, 
(n —.2)aa E 
Seu EVA Die erfte 
Wurzel o führt auf das Vorhergehende; die letzte ift reell, 
s 
2(m T 2) 
P d 
= = ei fo kommt entweder ein Größtes oder ein 
dx dy 
Kleinſtes. 


alfo entweder x — o, oder xx — 


menn eine poſitive en ift; und wenn 


Sé. 2:4 
3. Wenn y = LT , fo ift 4x35 7 FN 


202 — m)2x 


4 4 
1 2aax T a = 0, oder 4x4 T 22axx A 2 — 
— m)x (am)? 


F 3 SS. 
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= o. Dieſe Gleichung hat keine reelle Wurzel, wofern 
nicht aa eine negative Große ift 


Sechstes Erempel. 


Die größten und kleinſten Werthe der Funktion: 8 
T Vm uc bu : 
* zu finden. ’ 


Da hier P = 4x3 — "ax yc und 
; ur tr Qna4yx^sc2yTqxmo: : 
fo ift aus der erſten Gleichung y = 2x — 4x5, und dieſer 
Werth giebt in die andere Gleichung gebracht, 
256 * — 384 x7 T 192xf — gox3 T 3X oO 
Eine Wurzel dieſer Gleichung ift x — 0; wodurch auch 


: N ne dP 
y=omwicd, Da in biefem Falle d lk — 2, und 


ö = = layy — 2 wird, fo wird U ein Größtes — We 
E ER Sy dE ` 
Dividirt man aber die Gleichung durch x, ſo wird 

256x8 — 384x9 T 1924 — 40x? T 3 — o, 
und diefe Gleichung hat den Faktor 4xx — 1, weswegen 
xx I und x i und y z wird. Ferner wird 
dP, d 
cim = Sat, unb ín 5 Fallen entigeingt alfo 
ein Kleinſtes = ei S 


Dividirt man 1 bie Gleichung durch ES — I, fo D 
kommt man 
64x6 — gona ＋ 28 Rx 3 O 
welche Gleichung zweymal 4XX — 1-0 enthaͤlt, ſo daß 
daher der vorhergehende Fall entſteht. Außerdem wird 
daraus 
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^ Ee 
E d wy ES, 


daraus ax — 3 2 o, und x — 


Es ift alſo auch = = 28 = 7, und U wird ein Klein⸗ 
* dx dy Sr 

ſtes = — , wobey zugleich diefer Werth der kleinſte un⸗ 
ter allen iſt, welche U bekommen kann, fo daß U —2 
— cc allemal unmöglich iſt. Aus ben Bisherigen läßt fid) 
die Methode, die größten und kleinſten Werthe der Funk⸗ 
tionen dreyer und mehrerer veraͤnderlicher Groͤßen zu be⸗ 
ſtimmen, ableiten. - 


$4 Zwolf⸗ 


Zwoͤlftes Capitel, 


Von dem Gebrauche der Differenzialien bey der 
Erforſchung der reellen Wurzeln der Glei⸗ 
chungen. * , - 


$. 294. 


De Theorie der groͤßten und kleinſten Werthe hat uns 
den Weg zur Erforſchung der Beſchaffenheit der Wurzeln 
der Gleichungen gebahnt, und fet uns in den Stand zu 
beſtimmen, ob dieſe Wurzeln reell oder imaginàr (inb. 
Es ſey nemlich die allgemeine Gleichung 

zu — Ax?-I T Bu- — Cx"-3 f Dxu-4 — 2c. —0 
gegeben, und ihre Wurzeln p, q, r, s, t ꝛc., fo daß p die 
kleinſte von allen und q, r, s, t 1c. in biefer Ordnung im: 
mer groͤßer, alſo q 9 p, r sr, ts ꝛc. ſey. Wir 
wollen aber annehmen, daß alle Wurzeln dieſer Gleichung 
reell find, wo alſo der hoͤchſte Exponent n auch die An⸗ 
zahl der Wurzeln p, q, r xc. fft, und zugleich aller Wurzeln 
als ungleich betrachten. Dies ſchließt indeß die gleichen 
Wurzeln nicht aus, weil ſich dieſe als ungleiche mit un. 
endlich kleinen Unterſchieden anſehen laſſen. 


$. 295. 
Da ber Ausdruck xn — Axn-I kb Bxz-2 — 2c, nur 
Zo = o.ift, wenn für x einer von den Werthen p, q, r ꝛc. 
geſetzt 


* 
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geſetzt wird, in allen übrigen Fällen hingegen nicht per: 
ſchwindet: fo fep uͤberhaupt 
*n — Axü-I 4 Bxü-2 — Qxn-3 bit sa 

wo alfo z als eine Funktion von x angefeben werden kann. 
Nehmen wir nun an, daß für x nach und nach beſtimmte 
Werthe geſetzt unb babeo von bem kleinſten x — — co 
angefangen und ſtufenweiſe fortgegangen werde: fo ift 
offenbar, daß 2 entweder einen poſitiven oder einen ner 
gatiden Werth bekommen, und nicht eher verſchwinden 
wird, als bis x — p geworden. Vermehrt man x über p, _ 
ſo werden die Werthe von 2 wieder poſitiv oder negativ 
werden, bis x = q geworden, wo denn wieder 2 == o ijt. 
Es muß folglich 2 zwiſchen zweyen von ſeinen Werthen, 
die o find, einen größten oder einen kleinſten Werth ge⸗ 
habt haben, und zwar einen groͤßten, wenn die Werthe 
von 2, indem x zwiſchen p und q fiel, poſitiv, unb einen 
kleinſten, wenn dieſe Werthe negatio find. Auf ähnliche 
Art wird z einen größten oder kleinſten Werth erreichen, 
wenn x von q bis r vergrößert wird, und zwar einen groͤß⸗ 
ten, wenn es vorhin einen kleinſten hatte, und umgekehrt. 
Denn wir haben oben geſehen, daß die größten und klein⸗ 
ſten Werthe mit einander abwechſeln. 


$ 296. 5 

Da alſo die Funktion 2 allemal durch einen zwiſchen 
zwey auf einander folgende Wurzeln von » fallenden Werth 
ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes wird, ſo iſt die Anzahl der 
größten oder kleinſten Werthe, welche der Funktion z zus 
kommen, um 1 kleiner als die Anzahl der Wurzeln, und 
dabey wechſeln dieſe ‚größte und kleinſte Werthe auf die 
Art mit einander ab, daß jene ppfitiv und dieſe negativ 
find. Hat umgekehrt die Funktion 2 einen groͤßten oder 
85 wenige 
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wenigſtens einen pofitiven Werth, wenn x — f ift, und 
einen kleinſten oder wenigſtens negativen Werth, wenn 
* g iſt: fo muß auch zwiſchen g und keine Wurzel von 
x fallen, weik die Funktion 2 bey dem Uebergange bet 
Geoͤße x von f zu g vom Poſitiven zum Regativen uͤbergeht, 
und dabey nothwendig — o werden muß. Fehlt aber die 
Bedingung, daß die groͤßten und kleinſten Werthe von 2 
wechſelsweiſe poſitiv und negativ find: fo folgt jene Bes 
hauptung nicht. Denn giebt es kleinſte Werthe von 2, 
welche ebenfalls poſitiv ſind, ſo kann der Werth von 2 vom 
Groͤßten zum folgenden Kleinſten übergehen, ohne bey dies 
fem Uebergange — o zu werden. Uebrigens erhellet aus 
dem Geſagten, daß auch in dem Falle, wenn nicht alle 
Wurzeln der gegebenen Gleichung reell find, zwiſchen je 
den zweyen ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes liege. Aber 
umgekehrt laͤßt ſich dieſes nicht behaupten, oder daß zwi⸗ 
ſchen jedes Groͤßte und Kleinſte eine reelle Wurzel falle. 
Dies findet nur ſtatt, wenn die Bedingung hinzukommt, 
daß der eine Werth von 2 ein * und der andere ein 


i c9ds iſt. 


| 9. 297. SC 
Da nad) dem Obige py TUR bon x,: wobey die 


Funktion 
2 = x^ — Axn-Y ＋ BX u — Ox»-3 ＋ Dxn-4 — x. 


ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes wird, die Wurzeln der 
Gleichung f 
SCH nx? — (n— DAm-2 A (n —2)Bxn-3 — 
(n — 3) €xn-4 c. ES o 
find: fo ift klar, baf bie Wurzeln der Gleichung = es d 
ins⸗ 
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insgeſammt reell ſeyn werden, wenn alle Wurzeln der Glei⸗ 
chung 2 o, deren Anzahl = n ijt, reell ſind. Denn da 
die Funktion z fo viel größte oder kleinſte Werthe hat, als 
die Zahl n — 1 Einheiten enthalt, ſo muß die Gleichung 


so nothwendig eben ſo viel reelle Wurzeln haben. 


Auch erhellet hieraus zugleich, daß bie Funktion 2 nicht 
mehr größte oder kleinſte Werthe haben koͤnne als n — 1, 
und wir gelangen auf dieſe Art zu dem allgemeinen Satze: 
Wenn eine Sa 2 = o lauter reelle Wurzeln hat, fo 


hat bie Gleichung a — = o ebenfalls fautet Gen 


Wurzeln. Hieraus ER ſich umgekehrt, daß die Wur⸗ 
zeln der Gleichung 2 o nicht * reell feyn wer⸗ 


den, wenn die Wurzeln der Gleichung 55 * ſolches nicht ins⸗ 
geſammt ſind. 
$. 298. 
Da ſich zwiſchen jeden zweyen reellen Wurzeln der 


Gleichung 2 — o ein Werth befindet, wobey die Funktion 
2 ein SC BS oder ein Kleinſtes wird: ſo bat die Glei⸗ 


Sung Je * o nothwendig eine reelle Wurzel, wenn die 
einen 226 zwey dergleichen hat. Auf gp Art 
iiſt die Anzahl der reellen Wurzeln der, Gleichung 5 mp 


"gewiß zwey, t wenn die Anzahl eben dieſer Weh in der 
Gleichung 2 = Du brep ift, und IAS if die Anzahl 


der reellen Wurzeln der Gleichung e Fake gewiß, c m 


— 1, wenn die Anzahl der reellen Sm der Gleichung 
zz m 
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; AR ift. Hat daher umgekehrt die Gleichung E SECH 


weniger reelle Wurzeln als m — 1, fo hat auch umgekehrt 
die Gleichung 2 = o gewiß weniger reelle Wurzeln als m. 
Aber umgekehrt gilt dieſer Satz nicht. Denn wenn auch 


die Wurzeln der Gleichung 55 = o zum Theil oder ine: 


geſammt reell ſind, ſo folgt daraus doch nicht, daß die Glei⸗ 
chung 2 Do reelle Wurzeln habe. Es koͤnnen nemlich die 
Wurzeln der Gleichung 2 o insgeſammt imaginaͤr ſeyn, 


dz 
wenn gleich die Gleichung = So lauter reelle Wurzeln hat. 


9. 299. 
Wenn indeß die obige Bedingung hinzukommt, fo 
kann man allerdings aus der Anzahl der reellen Wurzeln 


| der Gleichung x == o die Anzahl der reellen Wurzeln der 
Gleichung z=o mit Gewißheit behaupten. Denn es feyen 
e ër v, 9, X. die reellen Wurzeln der Gleichung 7 Sa o 


und e darunter bie größte und A, v, 2, 1c. in eben der Ord⸗ 
nung immer kleiner. Setzt man dieſe Werthe für x, fo 
bekoͤmmt die Funktion 2 wechſelsweiſe größte und kleinſte 
Werthe. Da alfo die Funktion 2 — oo wird, wenn man 
x oo annimmt, fo muͤſſen die Werthe von z ununter⸗ 
brochen abnehmen, wenn die Werthe von x von oo bis zu 
vermindert werden, und alſo z, wenn x= «, ein Klein⸗ 
ſtes werden. Wenn alſo in dieſem Falle z einen negativen 
Werth bekommt, fo muß es zuvor irgendwo — o gemefen 
ſeyn, und auf dieſe Art erkennt man, daß die Gleichung 
S deine reelle Wurzel z habe. Wenn aber die 

Funk⸗ 
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Funktion z bey x = a den pofitiven Werth behaͤlt, fo kann 
fie vorher nicht kleiner geweſen ſeyn, weil es fonft, wider 
die Vorausſetzung auch ein Kleinſtes geben m?fite, ehe x 
bis zu verändert worden, und es kann demnach die Gleis 
chung 2 = o keine reelle Wurzel haben, welche groͤßer als 
« ware. Nehmen mit alfo an, daß 2 A wer de, wenn 
man x — ſetzt, fo kann man auf folgende Art ſchließen: 
Wenn A poſitiv if, fo hat die Gleichung 2 — o keine reelle 
reelle Wurzel, die größer als « wäre; ift aber A negativ, 
fo hat die Gleichung 2 — d allemal eine reelle Wurzel, die 
größer als a ift und nicht mehr. 


V. 300. 
Um dieſes Urtheil weiter fortzufegen fep 
1 * A os 
Se B R* 6 
2 = ( Gen X 
2 se DD K A 
2 = E xc 
de. $C. 7 


Da affe A ein Kleinſtes war, fo wird B ein Größtes, und 
wenn A poſitiv ijt, fo wird auch B poſitiv ſeyn, und zwi⸗ 
ſchen die Grenzen a und s keine reelle Wurzel der Glei⸗ 
chung 2 0 fallen. Hat daher dieſe Gleichung keine reelle 
Muriel, die größer als a ift, fo wird fie auch kein e haben, 
die größer als 2 waͤre. Wenn aber A negatio iſt, in mel 
chem Falle die Gleichung eine Wurzel x > hat: fo uns 
terſuche man, ob der Werth von B poſitiv oder negativ 
ift. Im erften Falle giebt es eine Wurzel , im letzten 
aber ift keine zwiſchen den Grenzen e und s erithalten. 
Auf aͤhnliche Art iſt C ein Kleinſtes, wenn B ein Groͤßtes 
ift; und wenn alſo B einen negativen Werth hat, fo muß 

um 
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um fo mehr C negativ fep, und es giebt alſo in dieſem Falle 
keine reelle Wurzel zwiſchen den Grenzen e und v. Iſt 
hingegen B poſitiv, fo giebt es eine reelle Wurzel zwiſchen den, 
Grenzen g und , wenn € negatio ijt; ift aber E poſitio, fo 
giebt es keine reelle Wurzel zwiſchen 2 und „; und auf aͤhn⸗ 
liche Art kann man die Beurtheilung weiter fortsetzen. 

$. 307. 
9 Die Veen zu dida fann folgende Tas 
belle dienen: , 
Die Gleichung 2 hat eine 


reelle Wurzel, welche ent⸗ 1 s 
halten iſt zwiſchen den wenn iſt 
Grenzen g 
x = O und x ] A 
* -— Und K A A = — und B 
* = und x mx x dB T unbG-- 
x = op und x C = — und De + 
x es und x Siss T und E 
x. X. 


Verwandelt man diefe Behauptungen durch bie Umkeh⸗ 
rung in verneinende, ſo BR auch dieſe in völliger uem : 
ge, und es hat demnach 
die Gleichung 2 —o keine 
reelle Wurzel, welche ente 


halten waͤre zwiſchen wenn nicht iſt 
den Grenzen Jee: 
* 2 und x mme A cz — 
* und e A 25 und $ rh 
* 6 und Beef und C= 
* Em „ und x. 2 („(= und D = kb 
ox c unbser ` n 
EN · G Rasi 8 : £v vif diss 


Ber 
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Vermittelſt M Regeln Wis fid) aus den Wurzeln der 
Gleichung $ Er: = o, dieſe Wurzeln als bekannt vorausge⸗ 


ſetzt, nicht uh die Anzahl ber reellen Wurzeln der Glei⸗ 
chung 2 — o, ſondern auch die Grenzen finden, zwiſchen 
welchen jene Wurzeln enthalten ſind. ’ 


Erempel. 

Es ift die Gleichung: x4 — r4xx E 24x — I2 O 
gegeben, man foll beſtimmen, ob dieſelbe reelle 
Wurzeln habe und wie viel? 

Die Differenzial⸗Gleichung ift 

4x3 — 28x 1 24 — 0, oder x3 — 726-0 
unb die Wurzeln diefer Gleichung 1, 2 unb — 3, nach ihrer 
Groͤße geordnet, 


ſind und daher 
sum d A = — A 
83 1 , =— 1 
y-—3 C — — 129 


Da A negativ ift, fo hat die gegebene Gleichung eine 
reelle Wurzel, die > 2 (jt, aber weil B negativ ift, keine 
zwiſchen den Grenzen 2 und 1 und 1 unb — 3. Da aber, 
wenn man X z ſetzt, z— C 129, und wenn 
man x = — o annimmt, 2 + os wird, fo muß noth⸗ 
wendig zwiſchen den Grenzen — 3 unb — oo eine reelle 
Wurzel liegen. Es hat demnach die gegebene Gleichung 
zwey reelle Wurzeln, die eine x > 2 und die andere x < 
— 3, weswegen die beyden uͤbrigen Wurzeln imaginaͤr 
ſind. Es muß daher aus dem letzten Gliede der gegebenen 
Gleichung eben ſo geurtheilt werden, als aus dem erſten 
allein. Gehoͤrt nemlich die gegebene Gleichung zu einer 

geraden 


$6 Dritter Theil. Zmölftes Capitel. 


geraden Ordnung, ſo zeigt das letzte Groͤßte oder Kleir ſte 
(es iſt aber in dieſem Falle ein Kleinſtes) wenn es negativ 
ift, eine reelle, und wenn es poſitiv ift, eine imaginaͤre, 
Wurzel an. Was die Gleichung der ungeraden Ordnun⸗ 
gen betrifft, fo zeigt das letzte Größte, weil für x — — oo 
auch 2 = s wird, wenn es pofitid ift, eine reelle und 
dagegen eine imaginaͤre Wurzel an, wenn es negativ ift. 


$. 302. 

Dieſe Regel zur Beurtheilung der reellen und imagi⸗ 
naͤren Wurzeln läßt fid) bequem auf folgende Art ausdruk⸗ 
ken. Iſt eine Gleichung 2 = o gegeben, fo betrachte man 
die Differenzialgleichung davon, ſetze die Wurzeln derſel⸗ 
ben nach ihrer Größe geordnet, a, 8, v, 2, x, und dabey 

wenn & = , hf, v, d, „ E, X. 

: 2 A, B, C, D, E, F, x. 
Sind nun die Zeichen — T — t — t| 
ſo hat die Gleichung 2 — o ſo viel reelle Wurzeln als man 
Buchſtaben «, 8, v, dc. hat, und eine drüber. Wenn 
aber einer von den Buchſtaben A, B, C, ꝛc. nicht das un⸗ 
ter ihm ſtehende Zeichen hat, ſo iſt dies ein Merkmal 
zweyer imaginaͤrer Wurzeln. Wenn alfo A das Zeichen 
A hätte, fo gäbe es keine Wurzel zwiſchen den Grenzen oo 
und 8. Wenn B das Zeichen — hätte, fo gäbe es keine 
Wurzel zwiſchen e und v, und wenn D das Zeichen T haͤtte, 
fo gäbe es keine Wurzel zwiſchen den Grenzen s und 2, 
u. ſ. f. Ueberhaupt aber hat die Gleichung 2 — o außer 
den auf dieſe Art angezeigten noch eben ſo viel imaginaͤre 


Wurzeln, als die Gleichung 15 =o, 


$. 303. 
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Greignetes ſich, daß einer von ben Werthen A, B, C, 
D, ꝛc. verſchwindet, fo hat daſelbſt die Gleichung zo zwey 
gleiche Wurzeln. Verſchwindet nemlich A, fo hat fie zwey 
e gleiche, und verſchwindet B, fo hat fic zwey A gleiche 
Wurzeln. In ger? Falle hat nemlich die Gleichung zo 


mit der Gl eichung r == o eine Wurzel gemein, und wir 
haben oben gezeigt, daß dies ein Kennzeichen zweyer glei⸗ 
cher Wurzeln iſt. Wenn aber die Gleichung See o zwey 


oder mehr gleiche Wurzeln hat, ſo hat man an der gera 


’r 


ben Anzahl der Wurzeln ein Kennzeichen, daß weder ein 


Groͤßtes noch ein Kleinſtes ſtatt findet; und man kann da⸗ 


her für die gegenwärtige Abſicht die gleichen Wurzeln in 
gerader Anzahl aus der Acht laſſen. Iſt hingegen die Anz 


zahl der gleichen Wurzeln der Gleichung = o eine un⸗ 


gerade Zahl, ſo hat man bey der Mtis. bloß auf 
eine von ihnen zu ſehen, es müßte denn die Funktion z in 
dieſem Falle ſelbſt verſchwinden. Denn ereignet ſich dieſes, 
for hat die Gleichung 2 = o ebenfalls gleiche Wurzeln, und 


zwar noch eine mehr als die Gleichung E Et re 


B. = = (x — QR, fo daß diefe Gleichung m, 2 gleiche 


Wurzeln hat, fo hat auch, wenn z bep x — e verſchwin⸗ 


det, die Gleichung 2 8, n T 1 einander und e gleiche 


Wurzeln. 


$. 304 
Wir wollen dieſe Regeln auf die einfachern Gleichun⸗ 
gen anwenden, und von der quadratiſchen anfangen. Es 


Eul. Diff. R. 3. Ch. od. 2. Th. 2. Abth. G Ip ` 


— 
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sz x? — Ax T P S O 
wovon die Differenzialgleichung 
dz 
es zz 2x — A 
fft, welche — o acest 
x — IA, oder « — AA 
gib Setzt mag bieten Werth für x, fo wird 
ss —- AAA B = A, 

unb hieraus laͤßt ſich ſchließen, daß die Gleichung xx — 
Ax I B o zwey reelle Wurzeln haben werde, wenn A 
negatio, oder AA > Ap iſt, und daß die eine von dieſen 
Wurzeln groͤßer, und die andere kleiner als 15 Ten, Wenn 
hingegen der Werth von A poſitiv oder AA < 45 ijt, fo 
ſind beyde Wurzeln der Gleichung imaginär, Iſt endlich 
GE z^ 9, oder AA se 45, fo bat die Gleichung zwey gleiche 
Wurzeln, jede = 24. Dieſe Säge find ſchon aus der 
Theorie der quadratiſchen Gleichung bekannt, und dienen 
daher zur Beſtätigung der Richtigkeit und Brauchbarkeit 
der hier gäeren Methode 
JUPE xum Coop 

Wir wollen daher die cubiſchen Gleichungen auf abn. 
liche Art unterſuchen. Es ſey die Gleichung : 

x3 — Ax? fir -c=ı=0 

gegeben, deren Differenzialgleichung 
in dz 
ai? 4. o BAR BAR PEU 


Jis S 
i elt t man dieſe letztere = o, fo wird 
Xx B 
i535! 
und Se Ban Bees oam find, age boe d imas 
di DEAN ginaͤr, 


** Ss 


r 
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ginaͤr, oder beyde reell, und in dieſem Falle entweder ein⸗ 
ander gleich oder nicht. Da nun daraus 


A Xy (As — 3B) 

| E 3 

wird, fo find beyde Wurzeln imaginär wenn AA & 3p ift, 
In dieſem Falle hat die eubiſche Gleichung nothwendig 
eine reelle Wurzel, wovon ſich aber weiter keine Grenzen 
als J. co und — ee angeben laſſen. Sind beyde Wurzeln 


, Lët ; H ti A " 
einander gleich, oder A2 ce 3B, fo iſt x 7 Wenn alfo 


nicht auch zugleich 2 = o wird, fo hat man auf biefe bebe : 


den Wurzeln weiter keine Ruͤckſicht zu nehmen, unb es hat 
daher die Gleichung, wie vorhin, nur eine einzige reelle 


Wurzel. Wird aber bey x >= 5 auch zugleich 2 == o, und 
dies ereignet ſich, wenn PS De / 
2 A3 bag Ges p oder 


C AB — 4543, b. h. wenn entweder 
B e» iaa, oder C — „LAS 


iſt: fo bat bie Gleichung drey gleiche Wurzeln, jede STA. 


Was den dritten Fall betrifft, wo die beyden Wurzeln der 
Differenzialgleichung reell und ungleich find: fo findet der⸗ 
ſelbe ſtatt, wenn \ 
AA P 3B 
iſt. Es fep daher 
AA = 35 Tf oder = AA — je 
und alſo jene Wurzeln 


Hier wird ER | es 
mdi tiam qa Ai 711 
G 2 Man 
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Man ſuche die dazu gehörigen Werthe fuͤr 2, oder A und B. 
Da jene beyden Wurzeln in der Gleichung 
xx = $Ax — 45 
enthalten ſi nd, fo wird 
1 = Aan T 3b — 022 AAN T AAR Lëps — C 
und folglich, ba B = 4AA — 1f ijt 
mod GAS — Af f f C 
‚= 27 3 Fe Aff — Hub — C 
B= — As TAB T Af Ant C 
= 2743 — Af $ an el 
Iſt demnach A eine negative Größe, oder 
C — A Aff — RB 
oder 
= I — Aff rt 
fo hat, wie wir geſehen haben, die cubifche Gleichung eine 
reelle Wurzel, welche größer als 4A T At ijt. Wie die 
übrigen Wurzeln beſchaffen ſeyn werden, muß man aus 
dem Werthe von B beurtheilen. Nun iſt B 24 3 — gg; 
und iſt dieſer Werth poſitiv, ſo hat die Gleichung außer— 
dem noch zwey reelle Wurzeln, davon die eine zwiſchen den 
Grenzen o und e, d. h. zwiſchen 
AA + 1f und jA — ft 
enthalten, die andere aber kleiner als ZA — 3€ iſt. Iſt 
hingegen gg > 2313 oder B negativ, fo hat die Gleichung 
zwey imaginaͤre Wurzeln. Iſt B — 6, oder 2313 Se 
fo werden beyde Wurzeln einander gleich unb — 4 — 
— AE Wenn endlich der Werth von A poſitiv ober 
C A Aff — 233 
iſt: ſo hat die Gleichung zwey imaginäre Wurzeln, und 
die dritte ift reell und « £A — Af; und ift A — o, fo hat 
fie zwey gleiche Wurzeln Ss und die dritte ebenfalls klei⸗ 
ner als 3A — Af. 


D 


$. 306. 
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9. 305. 
Wenn alfo die eubiſche Gleichung 
x3 — Ax? T BX - C 
drey reelle Wurzeln haben ſoll, ſo muͤſſen folgende drey 
Bedingungen ſtatt finden. Einmal muß 
B « AA, oder B AAA 1f 
zum andern 8 
C> 5,435 — Aff — „4 
und drittens 
C «4 ,1A3 — Aff T „af 

Die beyden letzten Bedingungen laufen darauf hinaus, daß 
C zwiſchen den Grenzen 

säi — $Af — sët und ,1A3 — Aff T sn 

: ober 

CA T £)2(A — af) und (A — £)2(A A af) 
enthalten fe. Wenn daher eine von dieſen Bedingungen 
fehlt, fo hat die Gleichung zwey imaginaͤre Wurzeln. Iſt 
z. B. A 23, und B — 2, fo ift $T = 144 — BI nnd 
f — 3, und es kann folglich die Gleichung x3 — 3xx } 
2x — Cs nicht lauter reelle Wurzeln haben, wofern 


nicht C zwiſchen den Grenzen — E und GC liegt. Iſt 


` ] \ 
eg oder C < — 0,3849, oder C > 


demnach C 4 — 


ER oder C > 0,3849, oder CC > 27 „ fo fat die Glei⸗ 


Gë, nur eine reelle Wurzel. 


o "A 307. 

Da man aus jeder Gleichung das zweyte Glied tege 
ſchaffen kann, fo wollen wir A — o feben, wodurch wir 
die cubiſche Gleichung 

G 3 x3 
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x3 ＋ Ex — C=o 
bekommen. Wenn dieſe Gleichung lauter reelle Wurzeln 
haben fol, ſo muß zuvoͤrderſt B « o oder B eine negative 
Größe ſeyn. Es fep alfo B = kk, wodurch f zz 3kk 
wird. Ferner SE C zwiſchen den Grenzen 
sët und T 271 
oder 
— F kK TZ KK und T ZKKVZ KK 

enthalten, und alſo C < 23 ks oder 

CC = — 2533 
ſeyn. Man kann alſo alle Bedingungen, welche erfordert 
werden, damit eine eubiſche Gleichung lauter reelle Wur⸗ 
zeln habe, auf die einzige zuruͤckfuͤhren, daß 

4B3 #27CC 
eine negative Größe fen; indem hierin enthalten ift, daß 
B negativ fep, weil ſonſt 483 nicht negativ werden koͤnnte. 
Wir behaupten daher auch allgemein, daß die cubiſche 
Gleichung Ks T Bx Oo lauter reelle Wurzeln hat, 
wenn 453 F27CT eine negative Groͤße iſt. Iſt hingegen 
453 7270 C eine pofitive Größe, fo kommt jener Glei⸗ 
chung nur eine reelle Wurzel zu, und ift 4B3 T 27CC — o, * 
ſo ſind zwar alle Wurzeln reell, aber auch zwey eibander 
Gag. 


ue ` 2 XC tn 


$. FR 

Wir gehen zu den biguadratiſchen Gleichungen fert; 

unb nehmen auch da an, daß das zweyte Glied fehle, Qa 

fe» alfo i! 

' ee ent Da 8 
Setzt man x — I fo wird 


1 T Bua — Cu3 OR: 
und 
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und die Differenzialgleichung hiervon iſt 
2Bu — 3Cu2 1 4Du3 c6 
Diefe Gleichung hat eine Wurzel u = o, und außerdem ift 
— 60u — 4B 
un — — — 
à SD 


und daher 
* 30 KE y(gcc — 325 D) 
8 

Sollen alſo alle vier 5 reell ſeyn, ſo wird zuvoͤrderſt 
erfordert, daß 

900 > 32 5D ' 
(GH Bir wollen 9885 = Ze BD di 9€ ſetzen, wo 

j 2 


"e 
wird. Hier können wir C allezeit pofito amen; bet. 
fonft u = — v werden wuͤrde. Nun werden wir nachher 


beweiſen, daß nicht alle Wurzeln reell ſeyn fónnen, wos 

fern nicht B eine negative Größe iſt. Es ſey ab — 
! 5 Me ES. 

fo tft. T e 


* 
OR eee und u aer :af qo ` 


m" 
Hier find zwey Fälle zu erwägen, nachdem D entweder 
poſitiv oder negativ iſt. 


I. Sft D poſttiv, fo iſt f « C, und die drey Wurzeln 
don u yf nb nach ihrer Größe geordnet 
3C t3f 
1 | m 
30 — af 
8D 
6 4 0 Brauch: 


LN Ka 
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Braucht man bíefe Werthe für u in der Gleichung 
Cu? _ et, 
er er H 
h giebt dieſelbe EG een 


Edge tf 30 — —. ti 


Ze 4096D4 ` 
1 
GË 5 
2200. — ace 1.300 
SS — 4096D4 tz D 


davon der erſte und dritte negativ ſeyn muͤſſen, unb beyde 
find, weil C positiv und C k ift, kleiner als 5 Es muß 
alſo 
esi E 2700 t D3Gf — ©) 

4006 D4 
22e. + 300 

: / '4096D4 

4096D3 « 27(f T C)3(3f — C) unb 
4096D3 a of — C)3(C kan 
ſeyn. Aber die erſte Größe ift allemal weit größer als die 
Ke es ift daher genug, wenn 


e 2o O*€ 30 


Cof > - 
: , und fs C undd > oift, Wenn 


, unb 


, ober 


oi- ol" 


/ 


| — OC 
und dabey B iD 


alfo D eine poſitive Größe, [e pofitip und B negatíb ift, f. 
daß 


c, und Di 4 5 E t C)*(C T 3f) 
H \ b. b. y 
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o < 3 = E 


ift: fo hat die Gleichung lauter reelle Wurzeln. Wenn 
aber 


D se ear t6) 
und doch 
op «It Cat 


ift, fo find zwey Wurzeln reell und zwey imaginaͤr. SR. 
endlich 


D $0 00 2i QA 
fo find, alle vier — imaginät, ks z 
2. Wenn D eine negative Größe = —F it, « c Sis 


poſitiv unb B negativ bleibt, fo ift, wegen 
9CC — 9ff 21 — 9CC 


B - - 
32D 325 
Cf. Da alſo ] 
Cao af or aC et 
= 8D - — Sp 


i: fo find die drey Werthe von u nach ihrer Größe 
n 


3C taf 
8F 
3C — 3f 
; 8F 
und fie geben folgende Werthe 


D Sa vc 


6 5 2 
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8 Ee x) 
ER 27(C — €js(c 4-30) x 
Y 4006 FK T» 
tad 27(C K. f) 300 — 3f) Rv. 
4096 F4 F 


Da alſo A eine negative Größſe ift, fo hat die Gleichung 
gewiß eine, und folglich auch zwey reelle Wurzeln. Sollen 
aber alle Wurzeln reell ſeyn, ſo Sek B cine ‚gofttige Größer 
und folglich . 

27(€ — £)*(e t 30 > p 
ſeyn. Ferner iſt nöthig, daß C negativ, oder 
f 27 (C T £)*(C — 3) 4 40963 
werde. Sollen daher alle Wurzeln reell ſeyn, fo muß F3 
: elle die Grenzen 


ge EES 2 Ge: —30 und 
oder zwiſchen 
10% f Ve — 30 mt- > 


' 


vni 


935300. 295737 de d Dër Lol K 
160% — Arte t 30 
fallen, und wenn dieſes nicht (jt, fo find zwey mee 
imaginaͤr. re gear Er 
3. Nun ſey B eine pofitive Größe, und auch D pofitib, 
fit C zt weil B — 9€€ — 98 Da ferner 
^ 30 3t 
H Se T ` Sg 


fo 
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fo find. bie Wurzeln nach ihrer Größe geordnet 
300 Tf) 
9 
e 
E Ee 
gan 
und hieraus wird 
— 200 T f) — 30 4 * 
TE 4096 DA H 
* u BI — HC T 30) i 
p 4096D4 Tn 
CcÉ 
| . 5 | 
too, da G eine pofitibe Größe ift, wenigſtens zwey Wur⸗ 
zeln imaginaͤr find. Iſt indeß A Setz: welches fit 
findet, wenn 
4096 53 «4 27(C T £)3(3f — C) 
ift, fo find die übrigen beyden Wurzeln reell; tft aber 
4096D3 5 27(C T D3(G£ — SA. 
fo find alle vier Wurzeln imaginaͤr. 


d Es bleibe B . D aber fey negatib , une 


S. ei 


m T, fo ift f C, und da CL, 


Vit, fr find 99 Wurzeln von u nach ihrer Groͤße geordnet, 
a EEG — C) 
8 
H ES oO 
Se A XC tf. 
ET Sp 
Diefe 
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Diefe Werthe geben Los 
a-(€ — C)3(C + 3f) 1 


N er 
I 
4096 F4 F 


wo, da A und C negativ find, die Gleichung gewiß zwey 
reelle Wurzeln hat; die uͤbrigen beyden find, weil B nez 
gatib ijt, imaginár, 


9. 309. 
Wenn alfo die Buchſtaben B, C, D pofitive Größen » 
bedeuten, fo ſind folgende Fälle zu beurtheilen, wobey)es; 


wegen fe v(cc— 550 auf nachſtehendes ankommt. 


1. Wenn. die Gleichung 
x4 — Bx2 f. + Cx DDO 


ift, fo fi e alle Wë, reell, wenn 
rec E 60) eo o. 5D) to 


D «4 diss ER Se t OvVGvY(ce 4 SD) — c) 


: ift. Hingegen find zwey Wurzeln reell und zwey imaginaͤr, 
wenn SEN 


D Zeg +2 qD— ON t Pup) t C) 
aber 
D< S (vec 13 50) t Oy Gv (ec T 550) . EI 


iſt; und ae dacht wenn 
D 
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p» $i? 32 8D) 1 Of arc 1 2 =) 0 
ift. 
2. Wenn die Gleichung 
x4 — Bx? Cx DS SO 


ift, fo find allemal zwey Wurzeln reell, und die beyden 
uͤbrigen ſind ſolches auch, aus D zwiſchen die Grenzen 


760% (cC Sb) t Oy (C—35vY (cc — SD) 
unb 
s (Cv (ce — e t op») 
fällt; ift dies nicht, fo SR dieſelben imaginär. 
3. Wenn die Gleichung ! 
art ds Ke TD 


ift, fo find allemal zwey Wurzeln imaginaͤr. Die übrigen 
bepben we reell, wenn 


D<- (Y (ec — Pu D) A ere E Sab) —c) 
und mer 3 eh 
3 32 
D> SAC ms 75 D) cee — ee —C) 
ift. 
4. Wenn die Gleichung 


x4 ＋ Bx2 E Cx DDO 
(ft, ſo find allemal zwey Wurzeln reell und zwey imaginaͤr. 


Erſtes 
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Erſtes Exempel. | 
Es ift die Gleichung x4 — 2xx T 3x T 4 — o, dedo 
ben, man foll finden, ob oie Wurzeln derſelben reell 
oder imaginaͤr fino. 


Da dies Exempel zu dem erſten Falle gehört, fo ift 
5 2 2; C8 und D 4 
alſo 
ce f up 9 8. = 3 


und 


Y 337 
„Lee +2 Ein) = SC 


d átfo alle Wurzeln sa kon, fo muß 
4816 Gi == EE Dover W (Y337—3) 


4 2: zs. | 555 ( €—— 337—9)- (Y33713) 
di. Man en daher wi deg Wege der Naherung fus 
chen, ob 4. zs 2: 2 und 4 SE — A unb da bloß das erſte 


iſt, ſo hat e pc Gicóung zwey reelle Wurzeln 
und zwey ae 


Zweytes Erepel 
Es iſt die Gleichung gegeben: 
x4 — nx T I2x — 4 = 9 
Da dieſe Gleichung zum zweyten Falle gehoͤrt, ſo hat 
ſie zwey reelle Wurzeln. Was die beyden übrigen betrifft, 
ſo iſt, wegen 

B 9, = ga und D — 4 

A | d Man 
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U 


Ve — =) = vim — 32.4) 4 
Man muß demnach unterfucen, ob 
4 48 N h. 4 6 
und 
4 * ga, d. b. 4 « 373 


iR, und da bepdes ftatt findet, fo hat die t auiem. Glei⸗ 
chung vier reelle RN 


Drittes Exempel— 
Es (y die Gleichung gegeben: 
FFC 
Da diefe Gleichung zum dritten Falle gehört, fo hat 
fie gewiß zwey imagimaͤre Wurzeln. Damm io sn 
Fend Dr zs 6 
alſo PME 
TD vn 50 = ra 2h 
er da diefes eine E Größe ift; e Séi ns die 
^ Dbepben Kee Wurzeln a 


Viertes Ee ) 
/ Es (cy die Gleichung gegeben: 
nodaqi x4 — 4x3 T 8x2 — 16K 2 = o. 


Schafft man das zweyte Glied weg, indem man x zz 
pu t feat, D a à 


^4 
H 


x& 
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x*-y* kan T rt at: 


— dëi = — — 4y! — fayy — 12 — A 
T S* dud x LO ME 
— 16x =, — 165 — 16 
Io e T 20 


elo y* K ayr — 8p T 9 — 9 
und dieſe Gleichung hat, ba fie zu dem dritten Falle ger 


hoͤrt, zwey imaginaͤre Wurzeln. Da ferner 
B 2 2, C8, D 9 


iſt, ſo wird 
Ve — Zon zs V (64 — 64) — 0 


Dan vergleiche alſo D 9 nit 25 i 875 -3=—} 


Da D=9>—3 iſt, fo find SH die bepben Gett 
Wurzeln imaginaͤr. 


; Fünftes Exempel. 
Es ſey die Gleichung gegeben: 
x — 4x3 — 7x? T 34x — 24 SS 0 


Schafft man das zweyte Glied durch bie Subſtitu⸗ 
Wen x y teg, fo wird 
74 — 13yy t 1a T0 — 0 
wo alfo durch die Vergleichung mit bem zweyten Falle 
B * 13, C 12 unb D —— 6 
wird. Es muß demnach, wenn alle Wurzeln reell ſeyn 


ſollen, D > 18 . oder o „ und 


p 0 ſeyn. Da alfo D nicht groͤßer als o ift, fo tjt dies 


ein F daß die Gleichung vier reelle Wurzeln hat. 
Denn 
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Denn TN D == iſt, ſo geht iiis andere Gleichung in 


4207 TT yo; oder 1 4 xm 4C, oder Ce s 455 


uͤber. Es * aber st: 144. « xd i oder 36.27 «133, 


A 316. 

Es wide ſehr muͤhſam und ſchwer ſeyn, dieſe Me⸗ 
thode auch auf die hoͤhern Gleichungen auszudehnen, weil 
dabey die Wurzeln der Differenzial-Gleichungen meiſtens 
nicht angegeben werden koͤnnen; ſo oft dies moͤglich iſt, 
laßt ſich nach dem Geſagten beſtimmen, wie viel reelle und 
wie viel imaginaͤre Wurzeln die gegebene Gleichung hat. 
Wenn alſo eine Gleichung nur aus drey Gliedern beſteht, 
ſo laßt ſich allemal finden, ob ihre Wurzeln reell oder ima» 
ginaͤr find, Es fep die allgemeine Gleichung 

xm Tn d Ax? A. B O 2 
gegeben, wovon die Differenztal-Gleichung 


iz EIERN 
. en es f air 
l 


H 
wert 


H LI 8 7 * i e "m 
iſt. Setzt man dieſe = o, fo iſt zunörderftxu-t o, und 


wenn alfo n eine ungerade Zahl iit, fo findet keine Wurzel 
ſtatt, welche ein Größtes oder ein Kleinſtes gabe; iſt aber 
n eine gerade Zahl, fo hat man eine Wurzel, nemlich fap 
worauf Nuͤckſicht genommen werden muß. Dann ift aber 
(m t dv nA So, und diefe Gleichung hat, wenn m 
eine gerade Zahl und & poſitiv iſt, keine reelle Wut, m 
daß folgende gu. zu Gë wen ug 


Iſt m eine mh und n eine ungerade Zahl, "t 
gilt dëi Wurzel x o nicht. Wenn alſo A eine poſltive 
Größe iſt, ſo hat man gar keine Wurzel, welche ein Groͤß⸗ 


tes oder ein Kleinſtes gaͤbe, und es hat daher die gegebene 


ul. Diff. R. 3. Th. od. 2. Th. 2. Abth. $ Glei⸗ 


\ 
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, 
Gleichung, weil m T n eine ungerade Zahl iſt, nur eine 


einzige reelle Wurzel. Iſt aber A eine negative Große 
zz E, fo ift "D; 


E € m nE 
- 8 
und daher 
„ m nE nE 
LEE ad aen ae 


Dieſe Werthe geben x 
mE ^ nk Anm, 
AR Ae E ud n 

und 
mE e nk \r:m 
dm m Tn 1: id É 
Wenn alſo A eine negative Größe oder | 
mE nE >» Y 
m f nen Tn SE 
ift, fo hat die Gleichung eine reelle Wurzel, die > a ift, 
Iſt uͤberdem 


v RC : 


oder, um = Bedingungen zuſammen zu faffen, 

b (n f nm nm < mmnugE m gn 
ſo hat die Gleichung drey reelle Wurzeln, und wenn dieſe 
Bedingung nicht ſtatt findet, nicht mehr als eine. Dies 
gilt von der Gleichung min — E xn T B D o, wenn 
m eine ungerade Zahl ift. Iſt darin E negativ, fo hat 
dieſelbe allemal eine reelle Wurzel. 


2. Es ſeyen beyde Zahlen m und m ungerade, alfo 
m Tn eine gerade Zahl, und es komme keine Wurzel 


x S o in Rechnung. Da 
(mrnham 


N 
Vi 
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(m f pen f A mo 


iſt, ſo wird N 
m nA 
x = — — 
Es Tn 


unb e man dieſe einzige Wurzel = 4, fo wird 
mA AN 4 mA mA n m 
3 =) TB 
Iſt dieſer Werth negativ, fo hat die Gleichung zwey reelle 
Wurzeln, ſonſt keine. Es hat alſo die Gleichung 
xm n T Ar T B o 
zwey reelle Wurzeln, wenn ; 
mmnugm n > (m n)m nm 

und keine, wenn N 

mmnnam n E (m T n)mtnspm 


A — 


ift. 


3. Es ſeyen beyde Zahlen m unb n, alſo auch m 4 n 
gerade; fo giebt eine Wurzel x o ein Größtes oder ein 
Kleinftes, und fie ift eine einzige, wenn A eine pofitive 
Größe ift, woher, wenn man a = o febt, A — B wird. 
Iſt alfo B auch eine poſitive Größe, fo hat bie Gleichung 
keine reelle Wurzel; ift aber B negativ, fo finden zwey reelle 
Wurzeln ſtatt, aber auch nicht mehr, indem A poſitiv iſt. 
Setzt man aber A negativ = — E, ſo iſt 

HESS. 


und man hat drey Groͤßte e geb nemlich 
a Ss t Ys 


pes 


I 


m mE 


y m—vY ad a J 
$a Dieſe 


* 1 


116 Dritter Theil. Zwoͤlftes Capitel. 
Dieſe Werthe geben für z = Rm — Ban TBO 
mE nE In: m 
A Sl YF! P 
S = ^ 
(nsi die o mE EA dli n tt Fat 
ET tamm [B 
a alfo B elite negative Groͤße, ſo hat die Gleichung nur 
zwey belle Wurzeln, weil A und C negativ, und auch 
B — ſolches it. Sf Hingegen u pofiio, fo bat die glei 
: chung vier reelle Würzeln, wenn 
N (m D$ gn FSB 44 m"nhEn4a2 
unb feine reelle Wurzel, wenn 
(m + ym np > mmpnEn Ap 


ift. 


4. Iſt m eine pee unb m eine BE Zahl, s 
giebt die Gleichung = o ein Größtes oder ein Kleinſtes, 
und außerdem iſt 

m nA 


X — — — * 
ki A mtn Co 
ap alfo A eine. pofitive Zahl, fo wird 
fii. oli Ar m nA 
NER, 6 et 
und alſo 
A = „ und : 
ficta win: Mmm) 
. TO 
^ft alfo v eine negative Größe = — F, und auferdem 
^ mmpanAmn > (m ＋ n)m nE * 
fe hat die Gleichung drey reelle Wurzeln, fonft aber nut 
eine. Sta aber A eine negative Sn = — E, fo wird 
LL A X mE 


D 


/ 1 


, 
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m mE. - 1 T 
set Var und dahen 


Tn 


Kä me 


Es hat demnach die Gleichung drey Za Sea wenn 


B eine poſitive Größe, und 

mmnn Em d > (m ys n)njnpm 
ift, und nur eine einzige, wenn AS Bedingung nicht ſtatt 
findet, r ' 


e 311. 

Wenn alle Coeffieienten = x find, und „und, ganze 
Zahlen bedeuten, ſo kann man folgende Gleichungen auf 
nachſtehende Art beurtheilen. | 

x24 T2r—1 A = . 1 — hat eine einzige reelle 
^i fts Wurzel. 
124 f 27 1 — 3 1 K 1 o hat drey reelle Wurf 
g zeln, wenn 
(e ta d pete « (ag) (as — 1T. 
iſt, und da dies nie Gott finden kann, ſo hat man auch nie 
mehr als eine reelle Wurzel. 


HE Ta, e x — 1 — 1 o hat zwey reelle Warzen, 


2a, A. 1 4 1 S o hat keine reelle Wurzel, 
K 2E TA K. 2 t 1 So hat keine reelle Wurzel. 
zarte E 22, — pen 0 hat zwey reelle Wurzeln, 


93 SEE 


MN, 


2 — 


Y 
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item qox? E 1 Ao hat eine reelle Wurzel. 
* T5 fr — y? E 1 o hat eine reelle Wurzel. 
Da im dritten Falle die Exponenten gerade Zahlen ſind, 
fo kann man die Gleichung durch die Subſtitution xx y 
auf eine einfachere Form bringen, und ſo kann dieſer Fall 
auch weggelaſſen werden. Wenn alſo eine Gleichung aus 
drey Gliedern beſteht, ſo kann dieſelbe nicht mehr als drey 
reelle Wurzeln haben. 


Exempel. 
Man ſoll die Faͤlle beſtimmen, in welchen die Gleichung 
BI E Ax A Bo 
drey reelle Wurzeln hat. 


Da dieſe Gleichung zum vierten Falle gehoͤrt, ſo iſt 
klar, daß die Groͤßen A und B entgegengefegte Zeichen has“ 
ben muͤſſen. Findet alſo dieſes nicht ſtatt, ſo hat die Glei⸗ 
chung auch ny mehr als eine reelle Wurzel. Hat aber 
die Gleichung die Form 

E 
fo muß, wenn fie drey reelle Wurzeln haben fol, get, 
wendig f 
50832245 * 572 oder AS > ss 
ſeyn. Iſt alſo B — t, fo muß 
\ 3125 
AS » ima oder A > 1,960132 
ſeyn. Es fep alfo A D 2, fo hat die Gleichung AN 
E "xf — ox? AER 
drey reelle Wurzeln, und da die eine dieſer Wurzeln x a x 
iſt, ſo folgt, daß die biquadratiſche Gleichung 
x4 tan gm - 1 O 
; yvy 


jJ 
N 
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zwey reelle Wurzeln habe. Man erkennt dieſes theils aus 
den im gegenwärtigen Capitel gegebenen Vorſchriften, 
theils iſt es daraus klar, weil jede Gleichung von einer 
geraden Ordnung, wenn das abſolute Glied negativ iſt, 
allemal zwey reelle Wurzeln hat. 


$. 312. 

Aauch Gleichungen von vier Gliedern laſſen ſich hier 
nach beurtheilen, wenn die Exponenten von x in den drey 
erſten oder den bre) letzten Gliedern in einer arithmetiſchen 
Progreſſion ſtehen. ; 


Erſtes Exempel. 
Es (cy die Gleichung: x7 — as T * — 42 
N gegeben. 
Setzt man 2 e x7 —2x* t x3 — a, fo ift 
dz 

a e 7x96 — 10x4 T 3x2 

und biefe Gleichung Do geſetzt, giebt einmal x2 — o, 
worauf man aber, weil es ein doppelter Werth fft, weiter 
keine Ruͤckſicht zu nehmen hat. Ferner ift 
; 7x^ — 1032 1 3 — 0 
5 * 2 


woraus x? = wird, und vier Werthe von x 


fließen, welche nach ihrer Größe geordnet, folgende Wer⸗ 
the fuͤr 2 geben: \ 


*» eI A= — 24 
, 3 48 23 
mar vc | dB = — Va 
` t 7 38 7 
: 7 343 7 
va E $z-—a 


' 
2 
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e alſo a eine gie Zahl, fo ift entweder 
, 3 — 48 

A a E oder a « - 

pt zb 2 27 

Im erſten Falle Go ^ Gleichung, weil die Sibbe A, e, 
C und D insgeſammt poſitiv ſind, nur eine einzige reelle 
Wurzel. Im andern Falle hingegen hat ſie drey reelle 
Cunt die eine > I, die zweyte zwiſchen den Ane 


$ und 122 La unb die dritte in ichen den es: i We e 


und — ge? 


Son a eine ne gatlve CT e wird, indem man x ze» 
— „ ſetzt, ſo wird die Gleichung auf die vorige Form ges 
blacht. Sollen alſo dr ey Wurzeln us ſeyn, fo muß un, 


wendig a E 90916134, 2 a « — e 


Lë 12 11155 
„ gs ſey die Gleichung gegeben: 
5 a xs — 3x6 T 10x3 — 12 2 o 
Da hier die Exponenten der drey letzten Glieder in 
einer arithmetiſchen Progreſſion ſtehen, P. ſetze man 
=. Hierdurch erhaͤlt man "m Cet N 
| e dorfo pt ees 
Man fete alfo 
* äng — 105? = 372 2 
ſo iſt die Differenzialgleichung | 


E A 
U 


IL — E ees o : 


und hieraus wird zuvoͤrderſt y o, und dann 
e 1 x , 4 4 yt 


C wb m" ». 


gii, ber Differenz. De ben Burn ꝛc. id 


185 5875 A 3 vat: ; fie 8 
Eer, DEE T em 27 
6 95 " "a y 96 4 


alſo entweder 
21 3 
1 * Vu oder y d 


Ordnet man dieſe drey Sc nach ihrer Große, ſo ſind 
die sugehbeigen Werthe von 0 


déi m ya — 2 ) 
9 j 
1 TO 3 
Ge $$ Le 92 ET EP ee? 
16 609. 256 256 4 


ges o E = 2 \ 
Iſt alfo a EE fo hat die gegebene Gleichung zwey 
di ES ? Aa ei es es : Be 3 Cd 
reelle Wurzeln, die eine > De 65 und die andere S0. Auſ⸗ 
ſerdem werden ihr noch zwey reelle gen, weg 


wenn B eine pofitive Groͤße, b. b. a A s SE — Ais Wenn 


daher a zwiſchen den Grenzen d und »p 5 oder zwi⸗ 


ſchen 0,48075 ... unb 0,50674 er a he bat die 
Gleichung vier reelle Wurzeln. Setzt man alſo a = 3, fo 
hat die Gleichung f 

x9 — Gg f 20:3 — a4 S 0 


vier reelle Wurzeln zwiſchen den Grenzen oo; „ y» 3, 


05; —. 96, und es ſind alſo davon drey pofitio Se eine 
negativ. N ` , 


gegen ——— — 


ER Drey⸗ 


Dreyzehntes Capitel. 
Von den Kennzeichen der imaginaͤren Wurzeln. 


IE $. 313. 
AT dem vorhergehenden Capitel haben wir die Methode, 
die Beſchaffenheit der Wurzeln der Gleichungen zu beſtim⸗ 
men, erklaͤrt, ſo daß darnach entſchieden werden kann, ob 
und wie viel eine gegebene Gleichung reelle oder imaginaͤre 
Wurzeln habe. Zwar iſt der Gebrauch dieſer Methode 
oͤfters mit ſehr großen Schwierigkeiten verknuͤpft, weil 
die Differenzialgleichung häufig fo beſchaffen iſt, daß ſich 
ihre Wurzeln nicht angeben laſſen. Wenn nun auch gleich 
in dieſen Faͤllen eben dieſelbe Methode auf die Differen⸗ 
zialgleichungen angewandt, und dadurch die Beſchaffenheit 
ihrer Wurzeln beſtimmt werden koͤnnte, fo würde doch die 
Arbeit meiſtens aͤußerſt muͤhſam werden. Es iſt daher 
hier oft genug, Kennzeichen zu haben, woraus man ſicher 
auf imaginäre Wurzeln in der Gleichung fchließen kann, 
obgleich aus der Abweſenheit dieſer Kennzeichen nicht auf 
die Realität aller Wurzeln geſchloſſen werden darf. Bey 
aller Unvollkommenheit hat die Kenntniß dieſer Kennzeichen 
ihren Nutzen, und es ſollen daher dieſelben den Gegens 
ſtand der Unterſuchung in dem gegenwaͤrtigen Capitel aus⸗ 
machen. EEN 


g.. 314. 


Son den Kennzeichen der imaginären Wurzeln. 123 f 
EEE 
In dem vorhergehenden Capitel haben wir geſehen, 
daß die Differenzialgleichung ; d 
Sae = Dau- f (n—2)Bx&3 — 
(n —3)Cx"74 ti eo 
lauter reelle Wurzeln hat, wenn die Wurzeln der Gleichung 
2 — x^ — Ant T Dxn-2 — Cxn- 3 + Dxn-4 — 1c. 
es o 
insgeſammt reell find, und zugleich iſt gezeigt worden, 
daß aus der Realität aller Wurzeln der Differenzialglei⸗ 
chung nicht fließt, daß auch die Wurzeln der Hauptglei⸗ 
chung insgeſammt reell feyn. Dagegen kann man, wenn 
die Differenzialgleichung imaginaͤre Wurzeln hat, be 
haupten, daß die Gleichung fefbft wenigſtens eben ſo viel 
imaginaͤre Wurzeln haben werde, ich ſage zum wenigſten, 
denn ſie kann dergleichen auch mehrere haben. Auf dieſe Art 
laͤßt fi aus der Differenzialgleichung nichts weiter fol⸗ 
gern, als daß die Hauptgleichung, wenn die Differenzial⸗ 
gleichung imaginaͤre Wurzeln hat, ebenfalls und zum we⸗ 
nigſten auch eben fo viel imaginaͤre Wurzeln haben werde. 


F. 318. 
Wenn eine gegebene Gleichung durch irgend eine Po: 
teftät der unbekannten Größe xm, wo m eine ganze poji 
tive Zahl bedeutet, multiplicirt wird: ſo hat, weil die 
neue Gleichung lauter reelle Wurzeln hat, wenn die Wurs 
zeln der gegebenen insgeſammt reell ſind, auch die Diffs⸗ 
renzialgleichung, durch xm-1 dividirt, lauter reelle Wur⸗ 
zeln. Wenn daher alle Wurzeln der Gleichung 
x" — Axn-x M BAU- 2 — Cxu- 3 T Dx"74 — 2c. 20 
reell ſind: ſo hat auch die Gleichung N 
5 EC. (fn) 
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Re ee: T(m Tn—2)Bx»-2 i. 
ER vom SS O 
fauter reelle Wurzeln. Auf aͤhnliche Art hat auch die 
Gleichung, welche man durch die fernere Multiplication 
mit xk und abermalige Differenztation erhält, oder 
(m n) K + sin — (m fn— DKE fn — DDA -14 
geln 2) K Tn = A — ze, — 0 
lauter reelle Wurzeln, und zugleich kann man auf dieſem 
Wege ſo weit fortfahren als man will. Wenn aber eine 
ſolche Gleichung imaginäre Wurzeln hat, ſo kann man bey 
der Entdeckung dieſer Wurzeln ſicher dehaupten, daß auch 


die gegebene Gleichung zum wenigſten eben. fo piel imagi⸗ 


näre Wurzeln haben werde, 


9 316. 
Wenn die gegebene Gleichung vor der Diſferenziation 
mit keiner Poteſtät von x multiplicirt wird, ſo ſteigt man 


bey der Beurtheilung von Bes zu Brad ab. Wenn alfo - 


die Gleichung 
"en — Axn-fop Bxs-ez — Cxu- bn, — 


lauter reelle Wurzeln hat, ſo haben auch ihre pere eb 


gleichungen von allen Ordnungen lauter reelle Wurzeln. 


Es ſind demnach auch alle Wurzeln folgender Gleichungen 


reell. 
x. nii — (n — Y)Axn-2 F(n—2)Pxn-3 — (n—3)exn-4 
qu ERO 
n(n) dicat (a yu ups e 
— c. 20 
n(n — SX — 2)xn-3 — (n — I)(n da- — 30 Ax 
. 
n(n--1)(n-2)(n—3)x»- 4— (n—1)(n-2)(n-3)(n-4)Aan^5 
TX. 9 
Géi 


É und 
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und dieſe Gleichungen laſſen ſich auf Agende v 
bringeu. 


R IR i jn D 2); 
— ms A d 
"Ta-na-2) SS A = d 
uber STEEN 1 zen — 


C u 
t \ n(n — 


SE ec 


(n ln —'3)(n — 4)... 
en ELE Cx EIL 


Er ECH Ec — E in 
A: 3% ENEE xn bm 20 


S nen — I)(n — 2) 
— e ER 1 — l 


1! — 
n(n — I) 


(u — a)(n — En — Var 2-7 4. e. 


10 0% 2) 
Héi À 


$.. Aye gus dup 
Auf dieſe Art (aft fich bie Beurtheilung " Gleichun⸗ 
gen, welche um beſtimmte Grade niedriger find, als die 
gegebene, ausdehnen. Iſt z. B. m irgend eine kleinere 
Zahl als n, fo find, wenn die gegebene Gleichung lauter 
reelle Wurzeln hat, auch alle Wurzeln folgender Sr 
vom Grade m teell, 
m(m — 1) 
meg T) 
mim — t)(m — 2) 
ae 19. 27 sc? " ze. . 
Setzt man m == 2, fo bekommt man die Gleichung 
1 x2 


JN 


vm — Binz A Banz LO 
n; 10 


TE 
* 
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32 32 2. 1 
2 —— ———B oL 
x „Az T citm o 
unb die Wurzeln dieler Gleichung werden reel ſeyn, wenn 
die gegebene Gleichung 
An — AX T Bxn-2 — Can-3 to 
lauter reelle Wurzeln hat. Da aber dieſe quadratiſche 
Gleichung keine reelle Wurzeln haben kann, wofern nicht 
AA 2.1 
2 on E P ift, fo folgt aud), daß die gegebene 
Gleichung nicht lauter reelle Wurzeln haben werde, mo: 
Ers: ; Y 2a 
fern nicht AA > pi, Wenn alfo AA < Bil 


fo ift dies ein ſicheres Kennzeichen „daß die gegebene Glei⸗ 
chung zum wenigſten zwey imaginaͤre Wurzeln hat. 


F. 318. 

Hier haben wir alſo eine Eigenſchaft kennen gelernt, 
welche den Coefficienten der drey erſten Glieder nothwen— 
dig zukommen muß, wenn alle Wurzeln der Gleichung reell 
ſeyn ſollen; und dieſe Eigenſchaft iſt eins von den Kenn⸗ 
zeichen, deren wir im Anfange dieſes Capitels erwaͤhnten. 


Denn wenn auch aus der Bestimmung u > 116 nichts 
fuͤr die Realität der Wurzeln folgt, ſo iſt doch dieſe, 
ETE 1 rh ein ſicheres Kennzeichen der Anweſenheit 


zweyer imaginaͤren Wurzeln. So muß, wenn man fuͤr n 
nach und nach 2, 3, 4 $1. ſetzt, wenn alle Wurzeln reell 
ſeyn follen, : 


bey 


/ ` à A 
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bey E ſeyn 
* — Ax TBS O Az 4B 
x3 — Ax2 b XR — CS o N >58 
x4 — Ax3 T Bx2 — Cx TD e o A2 B 


xf Ax4 ＋ Bx$3 — Cx 4 Dx — ESO AZ = ATB 
und wenn alſo das zweyte Glied fehlt, und der Coefficient 
des dritten Gliedes oder B poſitiv, d. h. die Gleichung 
xn j Bx — Cx I 4 DA — x. — 0 
ift: fo koͤnnen nicht alle Wurzeln reell, ſondern es muͤſſen 
zum wenigſten zwey imaginaͤr ſeyn. 


$. 319. 

Dergleichen Kennzeichen laſſen ſich auch für die geck 
ficienten ber übrigen Glieder finden, wenn man ertoágt, 
daß die Gleichung ö 3 

L— % Hy he EE 
eben fo viel reelle und imaginàre Wurzeln hat, als die ge⸗ 
gebene. Es entſteht nemlich dieſe Pre aus der ges. 


gebenen durch bie Subſtitution ME y fo daß man durch 


die Wurzeln dieſer Gleichung glei die Wurzeln von 
jener hat. Hat alfo die gegebene Gleichung und alſo qud 
folgende, 

1— Ay f By2 — cys T Dy4 — es o 
lauter reelle Wurzeln, fo find auch bie Wuszein der Dif⸗ 
ferenzialgleichung von dieſer, 

- AT 2B — 3c z T 4Dy3 — 2c. =o 


insgeſammt reell. Subſtituirt man nun wieder BE fo 
bekommt man die Gleichung 
Axu- x — ogpxn-2 + jCx"-3 — 4D U- A Lt c0 
und die Wurzeln dieſer Gleichung werden insgeſammt reell 
ſeyn, 
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ſeyn, wenn die Wurzeln der gegebenen Gleichung ſolches 
ſind. Hieraus erhellet ſchon, es d n e 


BB > 3AC feyn SH C * Bez 
Se Ee 
siga man aber jene Gleichung ie? SI bé 
kommt man 2 d i. 
ea L 2(n—2) ics yt Hy 
Axn A — B n-3 mm nn (Q x7 
ort igit EE 
SE — ꝛc. u x 
200 —3) m: 2m — 00 
me. 4 E 
Ax 3 . c tt „(a E (ha^ er 
— W © 
Sg m Ain — 4n — 5) 
K-44 * et n= 
me: ^ | 5 (n 1) 2) a 
— E Së 


u Fee ah pf 


béi 1 2 I 


alſo e wenn m eine kleinere Zahl als r n ijt 


^ 3mn — 1) 
à SÉ Das 1Xn—2z 
Setzt man nun m b; fo bekemmt man 5 Dlcidnna» 


ber- 1 + 


Aan e een erat =s 


Axim Safe f le; — SES D" 


(n ) a) 
wo, wenn die Wurzeln reell ſeyn ſolle n 
48 ssen: tte sr] 
T Xn—1)2 7 Ga) * 


ſeyn muß. Soll alſo die gegebene Gleichung lauter reelle 
Wurzeln haben, fe muß 

3(n — 407 am DE 
28 Eu — 


ſeyn. Iſt hingegen iare prp sid dun 


Von v Kenne hen der imaginem Wurzeln. a 2 


DI eot ts — 0. EN 
Ca BB < ee 2 . 
ſo D dies ein ſicheres benetiet, wé die Gidging zum 
wenigſten zwey imaginaͤre Wurzeln hat. Iſt alfo- 
Hz hat man an BB > 3AC j 


n 4A? ? 5 > due 


nes: + > m > Pot 


; e U. f f. 2 
ein Merkmal. f 
F. 324. 

Um dieſe Kennzeichen auf die folgenden Eoefficenten 
auszudehnen, wollen wir die vorhin gefundene Differen⸗ 
zialgleichung e | Se 

— A T 25% — 30y2 T 4Dy? — 5Ej^ T i. 0 
wieder zur Hand nehmen, und ſie von neuem differenzüren, 
wodurch wir | : 

aB — 6Cy. t 12052 — ES, KE 
bekommen. Setzen wir bicrin wieder — für y fo wird 


Ban-2 — 30x u-3 f 6Dxn-4 — er l3. 
und durch fernere Gees diefer Mia bekom⸗ 
men wir 

Bxn- 3 — an — 3) Cxn-4 n SÉ — 3 n ee: 

1 — 2 (n— 2) — 
— c. O 
und uͤberhaupt 3 

6m(m — I). 

— br 2 e. 
(n —2)(n — 3) i " 
EL 


ful. Diff * SCH od. 2. Ch. 2. Abih. J Nimmt 


Bam mu pee A 


3 Dritte ëtt, Drehzehntes Capitel! 
Nimmt man . e id Siet die quadratiſche Glei⸗ d 
b eg 


Uds — 2 eg HB S edd 


cue e Du 
EN aech reell ſeyn aser menn 
E 6 aD 
2 > nah, oder CC > en 


22 
(n —2)# . (n—2)(n — 3) - 4) 
iſt. Wenn aljo die gegebene Gleichung Te Se De 


zeln haben oi. fo muß cc un BD fepn, und wenn 


dies nicht ift, fo hat fie zum DER zwey imaginäre 
Wurzeln. 


Vë A 323 E. 
Wenn wir die Gleichung nd, 
25 — 6Cy T frz — dc. . ru dd 
von neuem differenziiren, IO wird e T 
OUS GO E a4Dy — GE T de. së 
SC oder 
0 — 457 A Tobes — ius ＋ de. 2 0. 


éur man Han iviebet" R für » ; fo erhaͤlt man 


"es — fm + obt — 20Fxh-6 t neo 
Siferenziietn man dieſe Gleichung von neuem, ſo wird 
443. 4(n.— 4) 100 — 4)Y(n — 5), 
e -4 — Dx -F K n- 
J ex "est (n — p "(n-3) e? = 3Yn-- — 4 Xn 


e 4(n — EI Bel sn 6) 
C€xn-$ — PR- 4 
id N dad” 
e * — ꝛc. 2 O : 
und überhaupt 


Ex ve 


„dam 


Von den Kennzeichen det imagfnäten Würfeln. Sat" 


b 8. ^ DEA" 
D Am 0 ( 805 Z p 4 Makid Ti 
€ on — _Dxm- H Ban SA — 
S e e Eege 
` det 8 TT 1 | We nd 
Setzt man m = 2, fo ſind EN 
ar äich a 10 * i 408 
ex, — Lp. 7 = oO N 


| (8-3) m p 
und wenn die uten dieſer Gleichung Er ſeyn fe 
ſo muß 


4.4 2 10 a vo 
K 8 Bean Eis? 


Sen 
Vogt 2 Ber 4) 


ſeyn. 


BCE 


b 


A 323: 

Hieraus läßt ſich ſchon das Verhältniß aller Codi 
dentem hinlaͤnglich beurtheilen. Soll alſo uberhaupt die 
Gleichung 

xn Ath Ban-2 — Cxh3 A Dua Sa, Set 
\ (pomo 
lauter reelle Wirten haben, ſo muß 5 
2n f > k un" 
een p 
8 
2(n — Së 
An — 2) 


oid ide CO.» TC D RT, 


2 o 34:63; feda 950.1 den: 
5 40 ; 
FF 
5. 500 

c. 


BB * 


ya ſeyn. | 


3. B. gleich : 
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ſeyn. Fehlt eine von dieſen Bedingungen, ſo hat die Glei⸗ 
chung zum wenigſten zwey imaginaͤre Wurzeln. Wenn 
ferner dieſe Kennzeichen nicht von einander abhaͤngen, ſo 
iſt auch leicht einzuſehen, daß die Gleichung eben ſo viel 


Paar imaginaͤre Wurzeln haben werde, als von ihnen nicht 


ſtatt finden. Dagegen koͤnnen alle erwaͤhnte Bedingungen 
bey einer Gleichung angetroffen werden, ohne daß daraus 
eine gaͤnzliche Abweſenheit der imaginaͤren Wurzeln ge⸗ 
ſchloſſen werden dürfte; ja es kann dabey eine Gleichung 
lauter imaginaͤre Wurzeln haben. Man muß daher dieſe 
Kennzeichen auch nicht weiter ausdehnen, als ſie nach den 
Quellen, woraus ſie abgeleitet ſind, ausgedehnt werden 
duͤrfen. 


. 324. 
Man erkennt aber bald, daß nicht ein jedes fehlende 


Sdt des vorhergehenden g. zwey imaginäte Wur⸗ 


zeln anzeigen fónne. Hat nemlich eine Gleichung n Di⸗ 


menſionen, und folglich n't 1 Glieder; fo giebt jedes da⸗ 


von, das erſte und letzte ausgenommen, und alſo alle n —x 
Kennzeichen; aber wenn auch alle fehlen, ſo kann doch die 
Gleichung nicht 2n — 2 imaginaͤre Wurzeln haben, da ſie 
in allem nur m haben kann. Fehlt eins von dieſen Seng: ` 
zeichen, ſo iſt man gewiß, daß die Gleichung zwey imagi⸗ 
näte Wurzeln hat; da aber auch die Abweſenheit zweyer 
ebenfalls nur zwey imaginaͤre Wurzeln anzeigen kann, ſo 
muß man dabey unterſuchen, ob ſie unmittelbar auf ein⸗ 
ander folgen oder nicht. Im erſten Falle wird die Anzahl 
der imaginaͤren Wurzeln nicht groͤßer, im andern Falle 
aber zeigt jedes zwey Ämaginäre Wurzeln an. 3f babes 


AA 
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300 — 2 
| 2(n - dude 
fo folgt doch daraus nicht nothwendig, daß s Gleichung 
vier imaginaͤre Wurzeln habe; aber dagegen hat man 
Recht dieſes zu hehaupten, wenn 
2n Se T Den Nen 
m bom ca 


eu MR 


"re p B und BB < 
n —I 


E De D, H * 
eh BB m 2 [o ift. 


$. 325. 

Aus zweyen unmittelbar auf einander folgenden Kenn⸗ 
zeichen der imaginaͤren Wurzeln folgt alſo nicht mehr als 
aus einem, aber wenn dieſe Kennzeichen in unterbrochener 
Ordnung auf einander folgen, ſo daß zwiſchen je zweyen 
eines oder mehrere fallen, ſo zeigt jedes die Anweſenheit 
zweyer imaginaͤren Wurzeln an. Hierdurch gelangt man 
zu folgender Regel. Man ſchreibe über die Glieder der 
gegebenen Gleichung, das erſte und letzte ausgenommen, 
die vorhin gefundenen Coefficienten der Kennzeichen 


‚an  3(n—1) 4(m—2), Sen 39 

n—1 2(n—2) 3m—3). 4(8—4) 

xh — Axn-i T Bxn-2, — CM T DTA 2c. 
t net L^ 4 N OR N 
Dann unterſuche man die Quadrate ber Coefficienten, und 
überlege, ob fie größer oder kleiner ſind, als das Produkt 
aus dem daruͤber ſtehenden Bruche in die angrenzenden 
Coefficienten, und ſchreibe im erſten Falle das Zeichen T, 
im andern aber das Zeichen — unter das Glied, unter 
das erſte und letzte aber allemal T. Iſt dies geſchehen, fo 
hat die Gleichung wenigſtens eben ſo viel imaginaͤre Wur⸗ 
33 5 zeln 


dc. 
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zeln als bey den untergeſchriebenen Sin ee 
gen angetroffen werden. 


E" ES 9. 236. - 
Dies iſt die Negel, welche Weroton zur Entdeckung 
der imaginaͤren Wurzeln der Gleichung gegeben hat; man 
muß aber die Bemerkung dabey nicht aus der Acht laſſen, 
daß eine Gleichung mehr imaginaͤre Wurzeln haben kann, 
als man durch ſie zu entdecken im Stande iſt. Dleſes Um⸗ 
ſtandes wegen hat man ſich Muͤhe gegeben, andere 
ahnliche aber weiter reichende Regeln zu erfinden. Unter 
dieſen iſt vorzüglich die von Campbell merkwuͤrdig, welche 
man der Ausgabe von Newtons Arithmetica univerfali an⸗ 
gehaͤngt findet, und auf folgenden Lehnſatze beruht: 
Wenn a, f, v, 9 s, 1. € bedeuten, ihre "ht 
dm, und 5 
, „ Ee bs EE be Pac 8, und 
42 T 2 . 72 T a 
iſt: fo ift offenbar V So Da aber auch 


ai en ken t en f . num 


it, ſo wird 
(m — Dy » $$ — V, oder mV d 88. 
Denn nimmt man die Quadrate der Differenzen zwiſchen 
je zweyen von dieſen Groͤßen, ſo iſt ihre Enge 
= 


"aD HEN Nr 


d (m—i)a2t82 Hv 132 diea (at da ta Br bat.) 


| | Se 


En 
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— Stt 


Da alſo die Summe der Quadrate reeller Groͤßen allemal 
Boite iſt, fo fit my — 2 be und alſo my $8. 
a: 
Dieſen Lehnſatz vorausgeſetzt, ſey die Gleichung 
* — Ax"-r E Bun- — Can? T Dxn74 — Exn-$ 
EIS ig, z2,0, 

gegeben. Sind alle Wurzeln biefer, Gleichung reell, ſo iſt 
die Anzahl derſelben y, und wenn man die Wurzeln 
a, b, c, d, e, nennt, nach einem bekannten Satze aus der 
Lehre von der Natur der Se 
Zahl der eue m 
Menck o I PEE n UD. ih 

n Seb f aa f aa f ba f ba fac pear e 


c — die Taba ibo Facd [bed Fi. p — 


D — ahcd ie abce + dbde + x. ODE) 
5 ` : F. 739 
xs 
Nimmt man nun von den Gliedern ne TUNE die Qua- 
drate, und ſetzt dabey - . 
P 4 F ba ed te g 
Q = a2b? f a2c* T a2d2 b2c2 c. 
R = a2b2c? T á?b3d? Tf a?b2e2 T a202d2 A," 
S = a2b202d2 T a?b322e2 t a2b2diea TG 
x. i : 
fo ift nach der Lehre von den pousten 
Dose A228 FE pud Lä 
Qe 52 — ae f 2b 


R S — aBD 4 2AE af. S 
s D3 = ach f alf e 480 F a 
ES d 


D A $. 328. 
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f. 328. v 
Nach diem Zonge haben wir 
nP > AA 
—.— — Uo s Sp 
ene a 8 cc 
1. 3 
n(n — I)(n 2 - 3) 2 
DEG X. TA T$ = DD 
Z " N. , ^ 
ulld ſetzen wir daher für P, Q, R, x. die vorhin gefunde⸗ 
nen Werthe, ſo bekommen wir folgende Eigenſchaften der 
reellen Wurzeln , 


nad — 2nB > AA, oder AA > — 


D 


2n. 
B. 
T 


E — % 28—2.c "E ne — Up BB 


CIT CS, Gë 1.4 
oder 
: 2n(n — 1) ; 
BBC pe ec (AB D 
CAP XU ERA 


Yuf ahnliche Art geben die folgenden Gleichungen 
2n(n — Den — ) 
PE 4 
cc» COE CES BEN UU S (BD — AE EEN 
15-2764 E 
an(n — D it: = 3 
2S4 73 EEE 
EEE SCC à. DIO E CE — 
"Ee Tier 


^X 2 2 3:4 / d SN 
AN. REX dier 


4 


DD 


\ Wc 
7 ` 
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Hier wird alſo das Quadrat der Goefficienten nicht bloß 
mit dem Produkte der angrenzenden Coefficienten vergli⸗ 
chen, ſondern auch mit dem Produkte derjenigen, die auf 
. bepben Seiten gleich weit abſtehen, fo doch, daß dieſe Pro⸗ 

dukte wechſelsweiſe poſitiv und negativ genommen werden. 


9. 329. 

Man muß demnach uͤber die Glieder der Gleichung, : 
das erſte und letzte ausgenommen, die Bruͤche ſchreiben, 
deren Zaͤhler die Coefficienten eines Binomius in derſelben 
Dignität, und die Nenner eben dieſe Coeffieienten um 
eins vermindert ſind. Behandelt man auf dieſe Art die 
quadratiſchen, cubiſchen, ee Gleichungen 1c.: 
o iſt ; 
' für die quabeatifen ngen 


Ux2 es Ke 4 5 =: A258 
für die eubiſchen Gleichungen 
6 


i H 
x3 — Ax? T Bx — Ce o 
A2 * 3B unb B » 3AC. 
für die biquadratiſchen Gleichungen 


zé — Ax3 T BJ — Ox T DSO 
A2 > SB; B2 > V(AC— D); C? > £BD, 
für die Gleichungen des fünften Grades 


KE KÉ Ka * 10, 
af — Ax4 f Bas — Ca A B= E o 
AA > ; B2 > 5P(AC — D); C2 > D — AE); - 
Da > ck, 
für die Gleichungen w ſechsten Grades 


„ er 
V Ns 4 


138: Sri Sl. Zoasbug geint, ` ` 


A > PB; h — D); c D —AE £8) - 
Dass E = BF); EA S PDF. 
N, Bud j ? . f. w. f ` 


d zu 330. 

Fehlt eins von dieſen, Kennzeichen, ſo erkennt man 
daran, daß die gegebene Gleichung zum wenigſten zwey 
imaginaͤre Wurzeln hat, feblen aber mehrere, ſo muß man, 
da die Gleichung nicht zweymal ſo viel imaginaͤre Wurzeln 
haben kann als es Kennzeichen giebt, einen ähnlichen Weg 
einſchlagen, a 0 als vorhin bey der Rewtonianiſchen Methode. 
Iſt nemlich das Quadrat des Coefficienten eines Gliedes 
groͤßer als das Produkt aus dem über dem Coefficienten 
ſtehenden Bruche in die Produkte der anliegenden und auf 
beyden Seiten gleichweit abſtehenden Coefficienten, ſo ſetzt 
man das Zeichen T, und im entgegenſtehenden Falle das 
Zeichen — darunter. Iſt⸗ dies geſcheben, ſo zeigt jede Ab⸗ 
wechſelung der Zeichen eine imaginaͤre Wurzel an. Wenn 
daher dieſe Regel auf mehr imaginaͤre Wurzeln führt als 
die Newtoniſche, ſo kommt fie der Wahrheit näher; es 
kann aber die gegebene Gleichung mehr imaginäre Wur⸗ 

zeln haben, als man nach beyden Methoden findet. 


ee K 331. 

Man wuͤrde ſich demnach irren, wenn man dieſe Kenn⸗ 
zeichen als ſo vollkommen betrachten wollte, daß dadurch 
alle reelle u. ab. imaginäre Wurzeln entdeckt. werden koͤnn⸗ 
ten, und die Folgen bason würden mit dem Grade. der 
Gleichung zunehmen, Bey der quadratiſchen Gleichung 
ſind ſie vollkommen zureichend, aber ſchon die cuhiſche Glei⸗ 
chung kann zwey meine Wurzeln: haben, wenn man 
» | gleich 


* - 


Von den W e imaginären Wurzeln. 139 


gleich durch keine von iin Methoden darauf | acfübrt- 
wird. Um dieſe Fälle kennen zu lernen, ſey die Gleichung 
* — Ax? R o 

gegeben, wo die gedachten Methoden, wenn AA > 3B Ké 
BR >3AC iſt, keine imaginaͤre Wurzel anzeigen. Nach 
$. 306. muß aber auch, wenn keine imaginaͤre Wurzel ſtatt 
finden ſoll, 3 < 3AA ſeyn, und eben dieſes heiſchen jene 
Methoden. Setzt man alfo B= AAA — 18, fo muß C 
zwiſchen den Grenzen Ka oh 

sch? — AA — £,£3 und AS — Aff T Z.f3 
enthalten ſeyn, und die erwähnten Methoden fordern 


BB 85 r ö 
bloß, daß Er x oder C & 2343 — 27 Aff T 228 len 


Dieſe Bedingung kann ſtatt finden, wenn aig ic nicht 
z wiſchen den angezeigten Grenzen liegt. : f 


9. one 


‘ d 
fa 
Iſt nemlich O = AA? — 27A T 3x —gg/fo nimmt 


man nach jenen Regeln keine imaginaͤre Wurzeln wahr, 
und dennoch werden zwey imaginaͤre Wake e duden e 
wenn; 


äi — SAFE TE gg < Ja: gam 
2 AE Se? 
a e 27 88 Ar GAT pU 
Qf d Af) NUT 


TEE Wenn alf Bee 88 > ara} ek G a 
(A eL o | are 
d ift, fo hat die cubiſche SC weh inragi⸗ 


naͤre Sek wenn auch keine der bt: N n" | DEUS. 


L 
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den beides anzeigen, Wir haben aber A poſitiv an⸗ 
genommen, weil die Gleichung im entgegenſtehenden Falle 
durch die Subſtitution x = — y fo verwandelt werden 
kann, daß A poſitiv wird. Hiernach faffen ſich unzaͤhlige 
cubiſche Gleichungen machen, welche zwey imaginaͤre Wur⸗ 
zeln haben, die man nach den beſchriebenen Methoden nicht 
entdeckt. Denn ſetzt man ; j 


re 


H 


88 ^ a; EE hh, fo wird 
ff — AA)? 
| Cp und 


und fegt man 


(t E 5 


85 "SE EE ef EE 
ſo daß hh a e fe. wird, 
(QE QIAS — EAR T 25 fa f bh, und 
bein — Aff; - 
in 7 Faͤllen aber bekommt man eine Gleichung mit 


zwey imaginaͤren Wurzeln, welche ſich durch jene Regeln 
nicht entdecken laſſen. Es ſey z. B. A — 4, f e 1; fo 


wird B — 5, und, da Hierdurch gg x bh wird, c 


1 1 bh = 27 — bh, Iſt daher e fo hat 
die Gleichung x3 — 4x2 F 5x C o allemal zwey ima⸗ 
ginaͤre Wurzeln. Nimmt man aber gg — 12 — hh, fo 
muß hh « 4i ſeyn, und es wird C — $$ — 14 T hh — 
2 Thb. Es fe) uh = 42, fo hat die Gleichung x3 — 

: R 4XX 


' 


x 
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Axx T 5x — 42 = o zwey imaginaͤre Wurzeln, Ser 
oͤfters erwähnten Regeln auf keine fuͤhren. 


*y 
i S 


E 233. 1 
Ja es lasen ſich "s allgemeine Gleichungen e 
wobey dieſe Methoden keine imaginaͤren Wurzeln angeben, ob 
dieſelben gleich oͤfters zwey und mehrere imaginaͤre Wurzeln 
enthalten. Dies findet allemal ftatt, wenn in der Gleichung 
ſtets zwey ähnliche Zeichen auf einander folgen, wie in dieſem 
xn — Axn- I — BAU a T Cxn-3 T Dxt-4 — EAR 

Fxn-6 16 — O 
oder 2 E 
Nn T AN. A — BA A — Cx 2 + Dxu-A Pe E xh-$ — 
Y. = d. 


Daß öder dieſe Gleichungen imaginaͤre Wurzeln haben 


koͤnnen, erhellet ſchon aus der cubiſchen Gleichung 
- x3 — Àx2 — Bx T C eg 
welche allemal zwey imaginaͤre Wurzeln hat, wenn MT 
AA T 2B geſetzt wird, unb — C zwiſchen den Grenzen 
säi AA — 30 unb 33 — af v i26 
liegt. Indeß laſſen fid) dieſe Fälle aus jenen Regeln abe 
leiten, wenn man die Gleichung durch eine Subſtitution 
auf eine andere Form bringt. Denn ſetzt man 
x=yrk, fo wird 
y? T 3kyy T 3kky T k* 
— Ayy — 2Aky — Akk- 
' — By — Bk 
t€ "uno 
und biefe Gleichung nach ben beſchriebenen Methoden une 


SE 


terſucht, ift zuvoͤrderſt, wie ſogleich in die Augen fällt, 


G — Ais > 30 — aA ) 
und wenn LA 


(akk 


E Theil. „Drehlchntes S 


D — aAk — B)2 303K AO AKK EK d Q) 
ſeyn ſoll, wie das andere Kennzeichen mit ſich bringt, fo iſt 
nothwendig, daß 

.. BBT3AC f (AB — AE e o 
fep, was auch k für einen Werth habe. Man nehme dem⸗ 

nach k ſo, daß dieſer Ausdruck einen kleinſten Werth er⸗ 


* „ 90 — AB AT AY 
halte, d. h. man ſetze k e 71 wo es, wenn die⸗ 


fer Ausdruck noch do ift; wahrſcheinlich wird, daß keine 
imaginaͤre Wurzel ftatt fiib Es wird aber ER 
id CB = UC)» (AB — 90)2 
BBTGAC VAACEGB) f A(MA T 300 
oder 2 
(AB — 90)* ` 
4(AÀ T 3B) 
d Da alfo p — ir ZAA ift, fo wird 
Aike — 55 Tir 3AC) > GAf — i XA3 —9c)à 
oder 
ae — A82fA T Met 10g A ff 
> 
4214 — aAA — BAACH t AG f ECH + bes 
^ xi E | 
" > 9A2(4 - Aff - 162ACP AC LEET + 72900 
und wenn man alſo die Faktoren nimmt, ſo muß ſeyn 
(af? T A3 — 3Af T 27G) (263 — A3 t 34 — 27C) 56 
Di zeigen demnach jene Regeln. imaginäre Wurzeln an, 
wenn : 


GEI 


BB T3AC 5. 


met js T jf m 2e, oder 
e As d Aaf 4265, unb 
C € As t AF + 2n tín 
déi 
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ift, und dies find eben die Gonner, "ipe v wir oben 


gefunden haben. 


3 E 


Siek Lët fich auch der Beweis des Haͤrkiottiſchen 
Satzes gründen, daß jede Gleichung ſo viel reelle poſitive 


Wurzeln habe, als in der Gleichung Abwechfelungen, und 
ſo viel negative, als Patin Folgen gleicher Zeichen vor⸗ 
kommen. Angenommen nemlich, daß die Gleichung 


xu — Axn sr T Banta Ex Gu T Da- — c. — 0 
lauter reelle und pöſttibe Wurzeln habe, fo werden nicht 
nur auch alle Wurzeln der Differenzialgleichung 

nxn- x — (N ei D) AI E (n — Ber? — dc. O 
teell und positiv, ſondern zugleich di é Grenzen der Wur⸗ 
zeln von jener Gleichung ſeyn. Ferner hat alsdann auch 


die durch die Subſtitution x = 5 entftehende Gleichung 
* 


1 — Ay [ By? — Cy T Dy& — rc. — 6 


lauter reelle und poſitive Wurzeln, welche aber die veciz 
proken Größen von den Wurzeln der Grundgleichung und 


alfo Größte find, wenn dieſe zu den Kleinſten gehoͤren, und 


umgekehrt. Dies vorausgeſetzt diff erenziire man die gege⸗ 
bene Gleichung, bis man zu der einfachen Gleichung x — 


I == o gelangt, wo die Wurzel poſitiv ijt, und der Coef⸗ 


ficient des zweyten Gliedes negativ, wie wir angenom⸗ 
men haben. Haͤtte hingegen dieſer Coefficient das Zeichen 


+, fo würde folgen, daß die Gleichung nicht lauter poft tive, 


ſondern zum wenigſten eine negative Wutzel Hätte, 


\ 4 


$. 335. 
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N N . 335. 

Wenn die gegebene Gleichung in ihre reeiproke Glei⸗ 
chung verwandelt und differenztirt, dann aber x wieder 
eingefuͤhrt, und die Differenziation ſo lange fortgeſetzt 
wird, bis man nach b. 320. auf die einfache Gleichung Ax 
ee Ze — * kommt, ſo wird auch die Wurzel dieſer 
Gleichung poſitiv ſeyn, wenn die gegebene Gleichung lau⸗ 
ter reelle und poſitive Wurzeln hat, und das zweyte und 
dritte Glied diefer Gleichung daher verſchiedene Zeichen 
haben. Haben alſo dieſe Glieder einerley Zeichen, ſo iſt 
ſolches ein Kennzeichen von wenigſtens einer und zwar von 
der vorigen verſchiedenen negatiden Wurzel, ſo daß, wenn 
die drey erſten Glieder einerley Zeichen haben, dieſes ein 
Kennzeichen von ber Anweſenheit zweyer negativen Wur⸗ 
zeln „ 
F. 336. 

Setzt man auf ahnliche Art die Verwandlung und 
Differenziation nach $. 321. fort, bis man auf die einfache 


Gleichung Bx — e = o kommt, fo muß auch die 


Wurzel dieſer FR poſitiv den, wenn alle Wurzeln 
der gegebenen Gleichung ſolches ſind; und wenn alſo das 
dritte und vierte Glied einerley Zeichen haben, ſo iſt dies 
wieder ein Kennzeichen einer negativen Wurzel. Ueber⸗ 
haupt ergiebt ſich auf dieſe Art allemal eine negative Wur⸗ 
zel, wenn zwey auf einander folgende Glieder einerley Zei⸗ 
chen haben, und es muͤſſen daher in jeder Gleichung fo viel 
negative Wurzeln ſeyn, als fie Folgen gleicher Zeichen ent⸗ 
haͤlt. Naͤhme man an, daß die gegebene Gleichung lau⸗ 
` wm tee 


H 
Uu 
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ter negative Wurzeln hätte, fo würden weil die Wurzeln 
aller aus ihr hergeleiteten Differenzialgleichungen ebenfalls 
negativ waͤren, alle Glieder einerley Zeichen haben muͤſſen. 
Wenn alſo zwey auf einander folgende Glieder verſchie⸗ 
dene Zeichen hätten, fo wäre dieſes ein Merkmal von der 
i Anweſenheit einer poſi itiven Wurzel, und auf aͤhnliche Art 
muͤßte man der Gleichung zum wenigſten fo viel pofitive 
Wurzeln beylegen, als ſie Abwechſelungen der Zeichen ent⸗ 
hielte. Da nun jede Gleichung gerade ſo viel Wurzeln 
hat, als es darin Folgen von zwey unmittelbar neben ein⸗ 
ander ſtehenden Zeichen giebt: ſo folgt auch, daß jede 
Gleichung, deren Wurzeln insgeſammt reell find, darunter 
fo viel poſitive haben werde, als fie Abwechſelungen, und 
fo viel negative, als fit Folgen gleicher Zeichen enthalt. 


Ga Biff R. z. Ch. od. a Ch. a. Abth. 4 Mitte 
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Lien dei ch 337. 
Win y irgend eine DEn von x iſt, und dieſe ver⸗ 
aͤnderliche Groͤße x um den Zuwachs „ vermehrt wird 
oder x in x f» übergeht, fo bekommt dadurch y folgen 
den Werth: 

„dy , s 2ddy , a3d3y wadäy 


FP 
und alſo y den Zuwachs | 
5 addy , &3d3y., day 
Los EE? t 6dx3 1 24dx4 Te 


wie aus is prox bekannt ift, . Wird affo & = dx, oder 
x um das Differenzial dx vermehrt, fo wird der Zuwachs 
von y 
dy T äddy T 5d T 2445 ES 

und dieſer Zuwachs ift das vollſtaͤndige Differenzial von y. 
Da indeß jedes Glied dieſer Reihe zu dem folgenden ein 
unendliches Verhaͤltniß hat, fo verſchwinden alle folgende 
Glieder gegen das erſte, ſo daß ay das gewoͤhnliche erſte 
Differenzial von y wird. Auf ähnliche Art find die zwey⸗ 
ten, dritten und vierten Differenzialien u. ch f. vony 

folgende 
D dd.y 
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dy Tc. . 


UE i Ute dt 


d E 
day t e EIS lg ze ne N 


dy df Zay tem 6.705 Toe 


ay Say f gay! iC ` 


und man dit diefe Differenzialien aus vh Söſten $. 
durch bie Subſtitution dx für e. Dieſe Differenzialien 
find bie vollſtaͤndigen Dißferenzialien von y, weit darin 
auch die Glieder beybehalten ſind, welche gegen das erſte 
verſchwinden. Man findet aber dieſe Glieder einzeln durch 
eine fortgeſetzte Differenziation von y, indem man dx als 
beſtaͤndig betrachtet. Iſt z. B. y = ax xx, fo find, 
weil dy = adkx —axdx, und ddy = — 2dx? wird, 
die vollſtaͤndigen Differenzialien von y 
: dy = adx — 2xdx — dea 
ddy,z — 2da2 
und die übrigen = o. 
d x " 
9. 338. Kr 
Wenn aber gleich überhaupt die folgenden Glieder in 
dieſen Differenzial-Ausdruͤcken gegen die erſten verſchwin— 
den, ſo faͤllt doch in beſondern Faͤllen, wenn das erfte Glied 
ſelbſt verſchwindet, der Grund davon hinweg, und es duͤr⸗ 
fen alſo dann auch die folgenden Glieder nicht aus der 
Acht gelaſſen werden. So iſt z. B. in dem vorhergehen— 
den Falle, wo ymax— xx war, das Differenzial im 
Allgemeinen zwar == (à — -2x)dx, und man hat nicht nba 
K 2 thig 
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thig — dx2 bepzubehalten, weil dieſes Glied unendlich 
! kleiner ift als das erſte; allein es liegt dabey die Voraus⸗ 
ſetzung zum Grunde, daß das erſte Glied ſelbſt nicht ver⸗ 
ſchwinde. Wenn daher das Differenzial von y Sax — 
xx fir den Fall geſucht wird, wo x — 2a iſt, fo muß man 
fagen, es ſey = dx2, weil die Funktion y ín dem Falle 
x d za, wenn x um dx waͤchſt, um dx? abnimmt. Die⸗ 
fen einzigen Fall ausgenommen, iſt das Differenzial der 
Funktion y allemal = (a — ax) dx, denn, wenn nicht 
* — za wird, läßt man — dx2 mit Recht aus der Acht. 
Auch kann die Vernachlaͤßigung des Gliedes das ſelbſt in 
dem Falle, daß x — zs ift, zu keinem Irrthume verleiten. 
Denn da man die erſten Differenzialien unter ſich zu ver⸗ 
gleichen pflegt, fo ijt es, weil dy & — dx2 im Falle 
x Za, gegen die erften Differenziale dx verſchwindet, 
gleichviel, ob man dy =o, oder dy — — dx? habe. 
p: $ 330. 
Es bedeute y irgend eine Funktion von x, unb man 
erhalte babe durch eine fortgeſetzte Differenziation 
Spdx; dp gd dag rd; dr s dx; ic, 
fo find die vollftändigen Differenzialien von y, wobey nichts 
aus der Acht gelaſſen wird, er 
== pdx, + ägdx2 A Frdxs T Qiedx4 Tox 
ddy = qdx* +, rdx3 T Zed T Zar + ac 
d3y D rdx3 + 3sdx4 4 itx f. de. 
day == sdx4 ^ 2tdx$ Tx. 
dfy zz tdx* Tx. 
Wenn alſo die erſten Glieder im biefen Ausdrucken nicht 
verſchwinde en, fe hat mam in ihnen allein die Differenzia⸗ 


lien von yi wenn aber in irgend einem Falle das erſte 
/ Glied 
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Glied — o wird, fo giebt das folgende das geſuchte Diffe⸗ 
renzial. Verſchwaͤnde auch das zweyte Glied, fo würde auf 
ähnliche Art das dritte, und verſchwaͤnde auch das dritte 
Glied, ſo wuͤrde das vierte Glied dieſes Differenzial geben, 
u. ſ. w. Hieraus folgt, daß das erſte Differenzial einer Funk⸗ 
tion von eigentlich nie verſchwinde. Denn wird auch pzo 
in welchem Falle man das Differenzial von y als ver⸗ 
ſchwindend zu betrachten pflegt, ſo wird dieſes Differenz 
zial durch eine Höhere Poteftät von dx ausgedruckt; z. B. 
durch 29 dx2, oder wenn auch q A durch zr dx 
u. ſ. w. 


$ 340. 

Ob nun aber gleich in dieſen Faͤllen das Differenpiät 
won y in Vergleichung mit andern erften Differenzialien 
mit Recht aus der Acht gelaſſen wird, fo ift es doch gleiche 
wohl öfters nuͤtzlich, den Ausdruck deſſelben zu kennen. 
So kann man aus dem vollſtaͤndigen Ausdrucke eines Dif⸗ 
ferenzials fogleich beurtheilen, in welchen Fällen die gegez 
bene Funktion ein Kleinſtes oder ein Größtes wird. ft 
3. B. f 

d.y = pdx T 4qdx2 + Irdx3 f: : 
fo muß, wenn y ein Größtes oder ein Kleinſtes werden foll, 
p o ſeyn. In dieſem Falle ift alfo ay 24 d xz, und 
die Funktion y geht dabey, wenn man für x die Größe 
x & dx ſetzt, in y T $qdx2 über, und wird daher einen 
kleinſten Werth haben, wenn q poſitiv, und einen größten, 
wenn g negativ ift. Wird aber auch 9 eo, fe iſt dy 
$rdx? und die ceras y geht durch bie Subſtitution 
x A dx für x in y L rds über; es findet aber in bie 
fem Falle weder ein Groͤßtes noch ein Kleinſtes ſtatt. Wird 
hingegen auch r = o, fo erhält man, wenn man x L dx 

K 3 fuͤr 


^ 
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für x ſetzt, y T aledxa für y, und dieſer Ausdruck giebt 
ein Groͤßtes, wenn s eine negative, und ein Kleinſtes, 
wenn s eine poſitivs Größe iſt. Andere Beyſpiele von der 
Nusbanfeit der vollſtaͤndigen Differenzialien werden unten 
vorkommen. SC 


. 
Wir wollen annehmen, p verſchwinde, wenn x — a 
wird, und dies geſchieht, wenn p — (x — a)? iſt. Ge 


entſteht aber ein ſolcher Werth, wenn y — (x — a)2P T C 
iſt, wo C irgend eine beſtaͤndige Größe bedeutet. Denn 


da pdx = (x a) dp T 2(x — a)Pdx ift, fo muß noth⸗ 
wendig p — o werden, wenn man x Sa ſetzt. Alsdenn 
wird folglich, da ap dx = qdx? = (x — a)2ddP + 
4 — a) d dx K 2 b dxs iſt, d.y — Pdx2, es mußte 
denn b bey x a verſchwinden, welcher Fall nachher betrach⸗ 
tet werden foll, Der gegenwaͤrtige kann allgemeiner auf fol⸗ 
gende Art dargeſtellt werden. Es ſey 2 — (x—a)aP 4 C 
und y irgend eine Funktion von 2, fo daß dy — Zdz werde, 
wenn 2 irgend eine Funktion von 2 — (x — Ss c be⸗ 
deutet. Alsdann iſt alſo 
dz = (x = a)2dP f ax — a)Pdx, und 
pdx = Z(x a) dP + 2Z(x — a) Pdx. 
Dieſes Glied wird So, wenn x Sa wird, und laßt man 
in eben dieſem j Falle die Glieder weg, welche den Faktor 
x — a enthalten, fo wird qdx2 == 2PZdx2, und alfo für 
x ca, nachdem man in Pz allenthalben a für x geſetzt 
hat, dy = PZdxz. ft daher y irgend eine Funktion von 
2 (* — a)2P t C, fo daß dy Zdx ift, fo iſt fuͤr x ca 
das Differenzial dy = PZdxa. Es wird daher dieſe Sunfz 
tion y füt x D a ein Groͤßtes, wenn in eben dieſem Falle 
die Große bz negatip, und ein Kleinſtes, wenn PZ pofitiv E 
$ 3 
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F eee d 
Wenn P es (Ce Wap, ſo verſchwindet fir K 22 
auch q; man findet aber einen ſolchen Werth für p, wenn 
y=(&— a)3P + c if. Es iſt alſo dann 
. 40a fue Ua. 
qdx2 zz (dd T6(x—3)2aPdx T 6(x— 2) Pdx2 
und jedes Dieter beyden Glieder 3 wenn x = 4 
wird; das folgende aber iſt - 
rdx3 = Keen 
di T bdxz = 6Pdx3 ` 
wenn * Sa ift. Da alſo p und a für x a eic 
den, fo wird dy = irdxs Pdx3, Anfähnliche Art ſin⸗ 
det man, wenn 2 = — a)3P FC, und y eine Funktion 
von z unb dy = Zdx (ft, weil alsdann dz &x (x — a)3dP 
T. 3(x — 2)2 Pd ift,p eo unb g o, und rdx3 Rd; 
alſo dy — PZdx3 für x=a. Wenn daher gleich für x Da, 
po wird, ſo hat dennoch die Funktion y weder einen 
größten noch einen leinen Werth. | 


$. 343. 

Es giebt aber einen leichtern Weg dieſe Olfferentia⸗ 
nien zu finden, welcher ſich auf die Natur der Differenzja⸗ 
lien ſelbſt gruͤndet. Denn da man das Differenzial bon , 
erhaͤlt, wenn man y von ſeinem naͤchſten Werthe oder dem, 
welchen es durch die Subſtitution x T de für x bekommt, 
abzieht, fo ſey, wie im erſten Falle, y e (x — a)2P T C. 
Setzt man hier x T dx für x, fo wird 

y'& (xatd) 4C 
und folglich l 
dy = (X- a T dx) ap — (x — a) ap. 
Wenn alſo x Sa iſt, fo wird dy = P'dx2', und, da P 
m. P im e der Gleichheit ſtehen, dy = Paxz. 
f K 4 Ferner 
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Ferner ſey 2 = (x — a) * C, fo wird dz = Pdx?, 
Wenn alſo y irgend eine Sultan o bon 2, und dy = 2 dz 
ift, fo wird für x a 

j dy = PZdx2, 

3 nun 2 = (x—3)PTC, ſo wird 
wi es (x —a T dH Ti 
wan daher fuͤr x . a 

N 2 — di xz, 

: sí demnach y irgend eine Funktion von z und dy = 205, i 
fo ift auch für x a. das Differenzial dy = PZdx3, por: 

ausgeſetzt, daß in den Funktionen b und Z allenthalben 
a für x ſubſtituirt werde. Da aber in dieſem Falle 220 
und 2 eine Funktion von z ift, f» wird Z eine beftändige 
Groͤße, nemlich eine We Dass? von C als es Bd 
von z war. 


$. 344. 

Wenn aff überhaupt yz (x a) tC if, fo wird, 
weil bann „= (x — atrdı)p wird, für x = 
das Differenzial dy = de; und wenn alfo n > ı, fo 

verſchwindet dieſes Differenzial in Vergleichung mit an, 
dern erſten Differenzialien, welche dx homogen find. Nun 
iſt aus dem Vorhergehenden klar, daß die Funktion y für 
x=a ein Größtes oder ein Kleinſtes wird, wenn n eine ac 
rade Zahl, und dabey P füt x — a eine pofitive, und ein Größe 
tes, wenn P eine negative Groͤße iſt. Man findet demnach auf 
dieſe Art die groͤßten und kleinſten Werthe viel leichter als 
nach der oben befchriebenen Methode, weil man dabey nicht 
noͤthig hat, zu den hoͤhern Differenzialien fortzugehen. Wenn 
aber z z (x a t C, unb y eine Funktion von 2, und 
dy 2 da iſt: ſo wird für x D das Differenzial dy ss 
PZdxa, Es wird aber hier n e eine poſitive Zahl, oder 
eine 


! 


\ 
' 
(M 
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eine ſolche, die größer als o tft, Aae denn wenn n 
eine negative Zahl wäre, ſo würde, wenn man x = D 


ſetzte, (x — an nicht verſchwinden ſondern ip unend⸗ 
lich groß werden. 


i 
\ 


$. 345. | 
Wir haben geſehen, daß auf dieſe Art das Differen⸗ 
zial viel leichter gefunden wird, als vermittelſt der Reihe, 
wodurch wir vorhin das vollſtaͤndige Differenzial ausdruck⸗ 


ten; denn iſt a eine ganze Zahl, fo müffen fo viel Glieder 


jener Reihe durchgegangen werden als n Einheiten hat. 


Aber wenn a ein Bruch ift, fo giebt jene Reihe das wahre 


Differenzial nicht einmal. Es fep z. B. y && (x — ni 


1 a, wo in Ruͤckſicht auf die Reihe 


dy S pdx t 24d * T rds + . Tow 


3 
Bde E En Ze EEN 


9 é 

; NETTE s 
Wenn man alfo x 2a fett, fo wird zwar p o; allein 
alte folgenden Glieder q, r, S, X. gehen ins Unendliche 
uͤber, und es kann demnach der Werth des, Differenzials in 
dieſem Falle gar nicht angegeben werden. Dagegen läßt 
die auf die Natur der Differenzialien ſelbſt gegruͤndete Me 


thode gat feinen Zweifel übrig. Denn ba x = (x a) 


+ava ift, fo erhäft man durch die Subſtitution * ＋ dx 


für x 


ve (x—a d-) " ava | 
und: es dg ltz wenn x = a geſetzt wird, 
dy = dad ds b 
ET Dieſes 


154 Dritter Theil. Wierzehntes Capitel. 


Dieſes Differenzial verſchwindet gegen dx, aber dagegen 
verſchwinden gegen Be bie zweyten Differenzialien, 
: di^ dx a homogen ſind. 


$. 146. i; 
Jetzt wollen wir die Faͤlle etwas genauer betrachten, 
wo n eine gebrochene Zahl iſt, und E 
7 = Ps —2)t. E 
E gis wird, dn 7. : P^ (x - — at dx) T 
: WE Pax. — 
für xc a, und es LÉI folglich dieſes Differenzial zu dx 
und allen ihm homogenen Differenzialien ein unendliches 
Verhältniß. Hieraus erhellet auch, wie in dieſem Falle 
uͤber das Groͤßte und Kleinſte zu urtheilen iſt. Denn da 
y, wenn man x + dx für x fegt, in Pis a) FC PY dx 
übergeht, ; ſo hat, da vd dx beyde Zeichen zuläßt, bie Sunt 
tion y einen doppelten Werth, den einen größer als C, 
und den andern kleiner, fo daß fie fur * a weder ein 
Größtes noch ein Kleinſtes wird. Nimmt man ferner dx 
negativ, fo wird der Werth von y ſogar imaginaͤr. Eben 
dies hat man zu merken, wenn z= PV — 2) Te, und 
y eine Funktion von 2 und dy = Zdz ift, indem alsdann 
dy PZ V dx füt x Da wird. 


) ( 3347. 
Wenn die Funktion, deren Differenzial fuͤr den m 
x c a gefucht werden ſoll, 


di 
1 es K Ai np + CG 
ift fo wird, wie aus dem Vorhergehenden erkannt werden 


kann, 
1 m 


: dy z Pd x^, E. 
Mes oi T xoc Wenn 


kleinſten Werth. 


: \ A : " e 
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Wenn daher m > n ift, fo verſchwindet dieſes Differenzial 
gegen dx, iſt aber m < n, ſo wird d. unendlich groß. Iſt 


ferner n eine gerade Zahl, ſo hat das Differenzial dy einen 


doppelten Werth, einen poſitiven und einen negativen; 


und wenn man daher a T dx für.x ſetzt, ſo bekommt die 


Funktion y, die bey x zz a den Werth C erhalten haben 


wuͤrde, einen doppelten Werth, einen der groͤßer, und 
einen, der kleiner iſt als C. Setzte man hingegen x = a 
— dx, fo würde y imaginaͤr werden, unb alfo in dieſem 


Falle weder ein Groͤßtes noch ein Kleinſtes ſeyn. Nun ſey 
n eine ungerade Zahl, wo denn mentweder gerade oder un? 
gerade ſeyn wird. Es ſey zuvoͤrderſt m eine gerade Zahl. 


Da alsdann ay denſelben Werth behaͤlt, man mag dx po⸗ 


ſitiv oder negativ nehmen: fo erhellet, daß die Funktion 


y für x= a entweder ein Größtes oder ein Kleinſtes ſeyn 
werde, je nachdem in dieſem Falle P eine negative oder 
pofitive Groͤße ift. Wonn aber ſowohl mals n ungerade 
ift, fe geht das Differenzial dx. in das entgegengeſetzte uͤber, 
wenn man dx negativ nimmt; und es hat daher in Diez 
ſem Falle die Funktion y weder einen größten SÉ einen 


§. 348. 
Wenn die Funktion y aus mehrern durch x ee geb 
baren Gliedern beſteht, und z. B. 
Gag (= % f 
(ft: fo ift ihr Differenzial für den Fall x — a 
dy = Pdxm + Qd xn. 


«tí in dieſem Ausdrucke n m, fo verſchwindet das zweyte 


Glied gegen das erſte, und man behält bloß ay = Pdxm. 
2 aber n ein Bruch mit einem geraden Nenner, fo darf 
M ^ man 


[ T. 
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man Qd xs, ob es gleich in Vergleichung mit bad am pers 
É ſchwindet, gleichwohl nicht aus der Acht laſſen. Es erhellet 
nemlich daraus, daß dy negativ wird, wenn man dx negativ 
nimmt, welches man aus Pdxm nicht erkennen kann. Da 
alſo, wenn nein Bruch mit einem geraden Nenner iſt, dx nicht 
negativ genommen werden kann, das Glied Qd x^ aber, 
wenn man ax poſitiv nimmt, einen doppelten Werth * 
fo wird die Funktion 
: ya ( = ag ( a) rc 
weiche für x =a der befiünbigen Größe C gleich wird, 
durch die Subftitution x 7 dx für x 
y-Cc T Pdxm T. Qdx^ 
und da diefe beyden Werthe entweder größer oder kleinen 
als C find, je nachdem b eine pofitive oder negative Groͤße 
ift: fo hat die Funktion y im Falle x = a weder einen 
größten noch einen kleinſten Werth. 


f 8 349 
E. B diesen Fallen laſſen fib alfo die wahren Differen — 
zialien der Funktionen nicht nach den gewoͤhnlichen Regeln 
finden, weil dieſe bloß gelten, wenn die dx homogenen 
Differenzialien der Funktionen geſucht werden. Wenn 
hingegen in irgend einem beſondern Falle das Differenzial 
einer Funktion durch die Poteftät dun ausgedruckt wird, 
fo findet man dafür nach jener Regel o, wenn u groͤßer 
als 1, und es, wenn n kleiner als 1 ift. Iſt z. B. y — 
va * und ſoll das Differenzial von y für o h^ 


* a geſucht werden‘ x fo erhält man, da dg ez — me 


d 7 
ift, für x a, dp — 5 Und wollte man die s 


‚den Differenzialien zu Huͤlfe nehmen, fo wuͤrden auch dieſe, 
weil 
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weil fie einen o gleichen Nenner hätten, insgeſammt un⸗ 
endlich Große ſeyn. Wir haben aber geſehen, daß dy ss 
v^ — dx, und alfo ſogar imaginär ift. Setzt man hinge⸗ 
gen x — dx fr x, fo wird dy = V dx, und alfo unendlich 
gegen dx, fo daß dx gegen dy verſchwindet. Es leitet da⸗ 
her die gewoͤhnliche Methode auch hier zu keinem Jrthume, 
indem ſie den Werth von dy unendlich groß angiebt. 
) 9. 330. 
Man muß alſo die gewoͤhnliche Methode zu differen⸗ 
jliven verlaſſen, fo oft in der Reihe pax T Fqdxa T Zrdx3 
Tic. wodurch das vollſtaͤndige Differenzial der Funktion y 
ausgedruckt wird, das erſte Glied p entweder Sch oder, 


— oo wird, und alsdann das Differenzial nach den erſten 
Grundfägen der Differenziation ſuchen. So oft daher das 


Differenzial der Funktion y für einen gewiſſen Werth on x ge⸗ 
funden werden ſoll, oben p enttoeber unendlich groß oder un⸗ 


endlich kein wird: ſo oft muß man zu den erſten Gruͤnden der 
Differenziation zuruͤckgehen. In allen übrigen Fällen, wo 
weder p ood p — e wird, giebt die gewoͤhnliche Me⸗ 
thode die wahren Werthe des Differenzials. Doch darf 


der Fall $. 348. nicht aus der Acht gelaſſen werden, wenn 


y ein Glied (x — a)"Q enthält, und n einen Bruch mit 
einem geraden Renner bedeutet. Denn wenn es in dieſem 


Falle gleich niedrigere Differenzialien giebt, gegen welche 


Oden verſchwindet? fo werden doch, wenn dx negativ und 
alſo Qdx^ imaginär ift, durch das Glied Qdx» alle übrige, 


Glieder imaginaͤr, und dieſer Umſtand ift bey den Linien 
wichtig. Dergleichen beſondere Fälle, wo das wahre Dif⸗ 
ferenzial nach der gewoͤhnlichen Merhode nicht gefunden 


werden kann, wollen wir nun durch einige Beyſpiele er⸗ 
laͤutern. 


Erſtes , 


H 


» 


— 


w 4 f 
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Erſtes Exempel. 
Das Differenzial der Funktion: 
„y 22 TK Vox tax — x) (aax — xx) 
für den Fall Dea zu finden. 

Daß man das Diferensial dieſer Funktion nicht nach 
der gewöhnlichen Regel finde, erhellet aus der Differen⸗ 
ziation. Dadurch bekommt man 

CS xdx — $adx | $dxV(2ax — xx) 
dx — — a an 
e met v (xx t aK — xy (2ax — xx)) 
* — xxdx): V(Caa& xx) 


CY (xx T ax — xv (eax — xx)) 


up 


und alfo, wenn man xa fest, ` 


adx 
y=4u- ^ mo 


7 


um alſo von den erſten Grundſaͤtzen der Differenziation 
auszugehen, fo wird, wenn man x T dx für x fehreibt, 
vi e a Gecke? ër Tax T adx 
x T dx)V (2ax -- xx T Kee — 2Xdx — dx2)) 
und wenn man xc a fett, 
S Da d«—Y (22a T 3adx T dxc—(a f dx) v^ 64 d 5 
Da alfo V (aa — dx? = 2 2 — = ift, indem die folgen⸗ 


den Glieder fiber aus der et, gelaffen werden. Gage fe 


wird N 
ya. pus Y'Ga 4 2adx + idx2) 
m wenn man die md ee IE 


es - n f 6. 6 f cf Sı- 


Nun it aber, wenn x a gefegt win, y — a, alfo da 


2 
yzytürit ápe— St und hieraus erhelet zus 


N, SE gleich, 
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gleich, daß die Funktion y ein Groͤßtes wird, wenn man 
x z nimmt. 


Seit Exempel. 
Das Differenzial der Funktion: 
y — 2ax — Xx T ay(aa — Xx) 
, für, den Sal * a zu finden. 


E matt auf die gewöhnliche Art, fo wird 
Ad 
’ VA — — ei 
und dieſer Ausdruck wird unendlich groß, menn man 2d 2 
annimmt, und iſt folglich unbrauchbar. Es werden aber 
auch die Differenzialien der folgenden Ordnungen unend⸗ 
lich große Größen, fo daß man auch aus ihnen nach der 
Reihe pdx T áqdx? T $rdx3 I ꝛc. das wahre D Differenzial 
nicht findet. Man ſetze alſo x T dx für x, fo wird 
y —2ax — xx f zadx — 2xdx — dx2 
TW — xx — 2xdx — dx2 
und wenn man x zc a nimmt, : 
y! = aa — dx? T aV (— 2adx — dx2) 
Run wird aber in dieſem Falle auch y — aa; folglich 
: dy = — dx? bau — 2adx 
und da dx? gegen d — 2adx verſchwindet, 
dy = av — 2adx, 
Wenn demnach ds poſitiv ift, fo wird dy imaginaͤr; ſetzt 
man aber x — dx für x, fo erhält man 
(dy = av 2adx, ` 
und da dieſer Ausdruck einen doppelten Werth hat, einen. 
poſitiven nemlich und einen negativen: ſo iſt die Funktion 
in dem Falle x a vn ein Groͤßtes SE ein 2 


Drit⸗ 


dy c 2adx — 2xdx — 
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Drittes Exempel. 
Das Differenzial der Sonet 
ve jaax — gaxx ＋ ** ＋ 4 Was * 
ER für den Fall K Da zu finden, 
Da dieſe Funktion fid) auf die Form bringen läßt: 
y a3 — Dain d liesen 
ko wird, wenn man x e a, dx fest, 
y 2 23 T dx5 — 4345 
und in eben dieſem Falle ift y = a5. Séng üt 
| dy zz dx — 450/322 
| und ba dx? gegen ds verſchwindet, fo wird 
| dy Ay 299. | 


Wenn alfo x = a genommen wird, fo hat bie Funktion x 
t weder einen größten noch einen gester Werth. 


; Wiertes . 
Das Differenzial der Funktion: 
i 4 ierg 
ye yxtTvYs — (1 + Yx)Vx 
für den Fall x = o zu finden. a 
Da xzo ſeyn ſoll, und dabey y=o wird, fü 
ſchreibe man bloß dx für e wodurch man 
de em ge T 4 oder dy e cr T Fa Vdz 
bekoͤmmt; woraus zuvoͤrderſt erhellet, daß dx nicht negatio 
genommen werden darf. Ferner kann auch Hax, ob es 
gleich foni einen vides Werth, einen poſitiven und einen 


motive, hat, weil Y dx boten, bloß poſitiv genom⸗ 
) men 
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men werden. Aber ce laßt einen doppelten Werth p m 
and fo wird 


dy — Var &. Furs, und 

Qi SO T V dx. & dés? 
weil y es oft. Da alfo beyde Werthe von )“ größer find 
als det von y, fo ift y f * o ein Kleinſtes. Daß aber 


die Funktion y Ké die Funktion /S = p x5 
nicht ín fic) begreife, erhellet, wenn man beyde rational 
macht. Verwandelt man nemlich die erſte in y — VX 


= yx5, und erhebt beyde Seiten zum Quadrate, fo wird 
y — 2VX TX Mx, oder y2 Ass Geh ay)V x 
und quadrirt man Gu Hälften dieſer Gleichung von 
neuem, fo bekommt man 
54 — ayyx — 4Xxy T xx — x3 S o. 


Die andere aber oder y p VX en d'en giebt quabrirt ` 
yi T * S ( id 
und wenn dieſe Gleichung von neuem quadrirt wird, fü 
findet man , 
y& — ayyx T AU f R * : 
eine Gleichung, welche von der vorhergehenden derſchie⸗ 


den iſt. Aber das andere Glied * x? behält das doppelte 
Zeichen. Es iſt daher dieſer Umſtand wohl zu merken, daß, 
wenn auch gleich die geraden Wurzeln beyde Zeichen T und 
— zulaſſen, doch bloß das erſte beybehalten werden kann, 
wenn in eben dem Ausdrucke eben derſelben Wurzeln Tee 
zere gerade Wurzeln vorkommen, denn dieſe würden ima⸗ 
ginaͤr werden, wenn man jene negativ naͤhme. Und hier⸗ 
aus laſſen ſich die groͤßten und kleinſten Werthe der an⸗ 

Eul. Diff. R. 3. Ch. od. a Ch. 2. Abth. € dern 
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dern Art erkennen, wenn dergleichen nicht ftatt zu he ben 
ſcheinen. 


Fuͤnftes Exempel. 
Das Differenzial der Funktion: 


yl VGA =) T (x— 6) (x —f) T en) 
für den Fall x'— f. zu finden. 


Es ſey -f St. Da alsdann yewfvUEyt 
8 PA : 
otv t wird, fo ift das Differenzial hiervon für den Fall 
* So zu finden, und in dieſem Falle alfo "ren, Setzt 
man alfo t T de oder o t dt für c: fo wird 


x ETE weg 4 8 
N i dt T dt/ dt + dt2y dt 
und folglich 
2 à * 8 

dy = Ydt T dıydt T dta VMdt 
Hier ift zuvoͤrderſt klar, daß das Differenzial dt nicht nez 
gativ genommen werden kann, wofern nicht dy imaginaͤr 
werden ſoll. Ja es kann nicht bloß Hat, ſondern nicht 
in 4 8 ARE : | 
einmal Wat negativ genommen werden, weil ſonſt Hat 
imaginaͤr werden wuͤrde, und es hat daher das Differenzial 
dy bloß einen doppelten Werth, nemlich 


dy S v4dt 4 dt dt &. ats Vat 
und da beyde groͤßer find als o, fo folgt, daß die Funktion 
y ein Kleinſtes der zweyten Art werde, wenn man t — o 
oder x c dud Wenn E auch gleich in diefen Fällen 


die Glieder der dt und ata Vat gegen das erſte Hat ver⸗ 
ſchwinden, ſo darf man ſie doch nicht aus der Acht laſſen, 
wenn die Menge der Werthe beſtimmt werden ſoll, ſo daß 
die imaginären Größen nicht in Anſchlag kommen. 
Sechs⸗ 
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Sechstes Exempel. 
Das Differenzial der Funktion: 
y = ax T bes T (* — Oh IT ( F) m g An 
für den Fall x Sf zu finden. 

Wenn man * k ſetzt, fo wird y aff bff, und 
ſchreibt man x dx oder f dx für x, fo findet man für 
den naͤchſten Werth 5 : 

7, Daf F bir adt f abfdx T bdx2 T dan + dan 4 flu 

und folglich 
dy = adx + abfdx T bdx2 7 dan + dam V dan. 

Wofern alſo nicht n eine gerade Zahl ift; ſo kann auch ax 
nicht negatio genommen werden. Es hat aber das letzte 
Glied dem Vun ein doppeltes Zeichen, und es wird daher 
der Werth von y’ doppelt und größer als y, wenn a T 2bf 
eine bofitioe Größe, und die Exponenten n und m T 3n groͤ⸗ 
ßer als 1 ſind. Es wird alfo die Funktion y für den Fall 
*kein Kleinſtes, und dies geſchieht, n mag eine ganze 
Zahl oder ein Bruch ſeyn, wenn nur der Zaͤhler in dieſem 
und die Zahl in jenem nicht gerade iſt. 


A 381. ^ 
Vorzuͤglichen Nutzen hat dieſe Methode die Differenz 
zialien nach den erſten Gruͤnden der Differenziation zu be⸗ 
ſtimmen, in den tranfcenbenten Funktionen, wenn in ges 
wiſſen Fällen das auf die gewöhnliche Art gefundene Sif 
ferenzial entweder zu verſchwinden oder unendlich groß zu 
werden ſcheint. Es kommen aber hier Arten von unendlich 
großen und unendlich kleinen Größen vor, welche bey den 
algebraiſchen Funktionen nie angetroffen werden. Bedeu⸗ 
tet z. B. i eine unendlich große Zahl, fo iſt zwar Ii auch 
unendlich groß, hat aber doch gegen i, und gegen jede Po⸗ 
L 2 teftät 


/ E 
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teftät in, fo klein man auch den Exponenten n annehmen 
mag, ein 1 kleines Verhaͤltniß, und es iſt daher 


der Bruch fn eine unendlich kleine Groͤße, und kann nicht 


eher eine e? Größe werden, bis der Exponenten un- 
endlich klein wird. Es ift daher li homogen in, wenn n 


unendlich klein iſt. Nun ſey 1 es 5 fo daß » eine unend⸗ 
lich kleine Groͤße bedeute: ſo iſt e homogen ei wenn 
^ 
: s ; T 
u unendlich klein ift, und folglich — E homogen an; folg⸗ 
lich — 145 ein unendlich Kleines, welches mit dan ders 
glichen werden kann, wenn nz n es unendlich kleinen Bruch 
bedeutet. Iſt daher y zz — 15 ſo iſt das Differenzial von . 
e e * 

y fur den Fall x — o, it = da, und es hat folglich 
dy zu dx und jede Poteſtät von dx ein unendliches 
Verhaͤltniß, und es verſchwinden gegen — is alle Pote⸗ 
ſtaͤten von dx, fo klein auch ihre Exponenten ſeyn moͤgen. 


A 352. ) 
Auch haben wir gefehen, daß at, wenn a eine Zahl, 
die groͤßer als miſt, und i eine unendlich große Zahl bes 
deutet, ein unendlich großes von einem ſo hohen Grade 
ift, daß dagegen nicht nur i, ſondern felbft jede Poteftät 
von i verſchwindet, und es wird nicht eher in homogen aj, 


als bis n unendlich geworden ift, Nun fep 12 — ſo daß 
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1 ! 1 


„ eine unendlich kleine Größe bedeute, fo iſt a“ homogen 
=, wenn en eine unendlich große Zahl ift; und folglich 
ai y t 

zm i 

a“ oder r ein unendlich Kleines, welches mit am in 
Vergleichung zu ſetzen iſt. Hiernach ift ein unend⸗ 


lich Kleines, welches aber gegen jede Dignität von dx verz 
ſchwindet, da es dx» homogen ift, wenn n eine unendlich 


große Zahl bedeutet. Wird daher das Differenzial von 


N: uu für ben Fall x o geſucht, fo ift, da y &o 


wird, dy — Zus und alſd Wpendlicmal — als jede 


nod) fo hohe pu von dx. 


9. 353% 


Iſt aber a kleiner als 1, ſo i größer als 1, und fo 


wird die Frage auf den vorhergehenden Fall zurückgeführt. 


2 Ce , 
Hat man nemlich ben Ausdruck a ^, fo fege man a = T 


wodurch man ka oder EH befommt 2 einen Ausdruck, 


der, ba be r if, an homogen wird, wenn a eine unend⸗ 
lich große Zahl bedeutet. Dies vorausgeſetzt, können wir 
uns zu folgenden Exempeln wenden. 
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Erſtes Exempel. 
Das Differenzial der Funktion y= xx — R für den 
b X 


Sau * So zu finden. 


Da fuͤr x auch Yo wird, fo erhalten wir, wenn 
wir x T dx oder o T dx für x ſetzen, 


: I 
4 = 2 Ja 
y! e dy dx ad n 


| I 
Da aber — ee homogen ift dx", wenn n eine unendlich, 


kleine Zahl bedeutet: fo verſchwindet dagegen dx2, und, 
es wird 


gu iz = din 


Da ferner die Logarithmen der negativen Zahlen imaginär- 
find, fo kann dx nicht negativ genommen werden, und es 
ift demnach y für den Fall x — o ein Kleinſtes, welches 
aber weder zu der erſten noch zu der andern Art gehoͤrt. 
Zur erften Art gehört es auch nicht, weil y keine naͤchſte 
vorhergehende Werthe hat, ſondern bloß kleiner iſt, als 
die folgenden, wenn x größer als o angenommen wird. 
Zur andern Art aber gehört es auch nicht, weil die folgen: 
den Werthe, mit welchen es verglichen wird, nicht doppelt 
find. Und auf dieſe Art entſteht eine dritte Gattung der 
groͤßten und kleinſten Werthe, welche bloß bey den loga⸗ 
rithmiſchen und tranfcenbenten Funktionen ſtatt hat, bey 
den algebraiſchen aber nie angetroffen wird, und wovon 
in der Lehre von den Curven oft die Rede ift, 


Zwey⸗ 
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Zweytes Exempel. 
Das Differenzial der Funktion: 
y — (a - In — xula— Lag 
für den Fall x S a zu finden. 

Das Differenzial dieſer Funktion kann man, wenn n 
eine ganze Zahl ift, aus der allgemeinen Formel dy — pdx 
fiqdx? f irdx3 ka, finden. Es wird nemlich 

pdx — — n(a— ) k — nx"-tdx(la — Ix)u T 
nxn-I(la -I) dx 5 
und dieſer Werth verſchwindet allerdings, wenn man 
x — a fegt; denn wenn auch n = 1 ift, fo wird doch pdx 
= dx I dx o. Seen, wir alſo weiter fort, fo er⸗ 
halten wir 
Iqdx2 = —— Bez, e dx er 
+ an Br E aai ` 
Fan 


xu-2dx2(la— Ge 2, 


RB dx2 
Iſt daher n = r, fo wird igdx?.— SEN wenn man Sa 


fegt. Auf ähnliche Art muß man, wenn n — 2 iſt, das 
Glied zrdxs u. f. w. finden. Leichter wird es daher ime 
mer ſeyn, wenn wir zu den erſten Gründen der Differen⸗ 
ziation zuruͤckkehren, und da, wenn man * S a ſetzt, 
o wird, fo bekommt man durch die Subſtitution x T dx 
oder a + dx für x 
y! — Cc dp 7 (a t dein — I T dx))n S y t 
dy es dy 

weil y o iſt. Nun iſt aber 

24 (a T dx): 
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dx 2 dx3 


e desir D 
und alfo 
Epor REM 
e e, n(n—1) 2 dx , dx? dx? 
(a^ f nas xt ^ an a N am 


== - dx)" + I, 
Wenn alſo x — a ift, fo ift das atte Differenzial 
wenn 


Ga ` 
ass? dy ss E wie vorhin 


2 dx 
n 2 2 dy a 
2a 
3dx4 
n = dy es 
3. d . 2a. 
4dx$ 
n=4 du = be 
Héi €, 


Wenn bafer- n eine ungerade Zahl ift, fo wird die Funk⸗ 
tion y in dem Falle x Sa ein Kleinſtes; ift aber n cine 
gerade Zahl, ſo iſt ſie weder ein Groͤßtes noch ein Klein⸗ 
fies, und eben dieſes findet ftatt, wenn n einen Bruch mit 
einem ungeraden Nenner bedeutet. Iſt hingegen m ein 
Bruch mit einem geraden Nenner, fo muß dx negativ ge⸗ 
nommen werden, damit man keine imaginaͤre Groͤßen be⸗ 
komme, und wegen der Zweydeutigkeit der Zeichen iſt die 
Funktion weder ein Größtes noch ein Kleinſtes. 


L 


Orit⸗ 
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Drittes Exempel. 


T Differenzial der Funktion y c x* für den Fall x == 


En 


ET finden, wenn e die Zahl bedeutet, deren hyperboli⸗ 
) ſcher Logarithme — x iſt. 


Da uͤberhaupt dy = x*dx(Ix A 1) iſt, fo verſchwinder : 
dieſes Differenzial in bem Falle — oder lx cm — E 
Vergleicht man demnach dieſes Differenzial mit ber allge⸗ 


meinen Formel pax I 3gdx2 | 1rdx3 T c., fo wird 
cm xXx TI) und g ze xXx TI) 2 T x*-i 


E." d 

und wenn man & = SC? vVek=—1ı annimmt, 
— St A 

Hiernach iſt das prs Differenzial dy = Xe(e-1):edx2 

und die Funktion y zz wird ein Kleines , mena man 


x SS E ſetzt. 


Viertes Exempel. 
Das Differenzial der Funkrion y= ap T ex für, den 
Fall „o zu finden. 


Da bey x So auch y zo tjt, fo wird, wenn man 


0 e dz für x fest, y es dy es don 3 Ge Nun haben 


wir geſehen, daß — der Poteftät dam homogen iſt, 


und folglich gegen dx» verſchwindet. Alſo iſt dy = ger, 


2 5 | . 354. 
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A 354. 

Was bey den erſten Differenzialien in gewiſſen Faͤllen 
fid) ereignet, daß ſich nemlich dieſelben nach der gewoͤhn⸗ 
lichen Methode nicht finden laſſen, das hat auch bey den 
zweyten und hoͤhern. Differenzialien ſtatt, wenn in dem 
vollſtaͤndigen Differenzial⸗ Ausdrucke 

dr = pdx f igdx2 4 irdx3 T sda f ic. 
von ben Größen r, q, s xc, einige entweder = o oder ez oc 
werden. Da nemlich, 
dd.y = qdx?. T rdxs T dx " dc. 
ift: fo wird in dem Falle, wenn q = o iſt, ddy—rdx3, 
und verſchwindet alsdann auch r, fo wird ddy = „45dx4 
u. ſ. f. Wird aber g oder r ober s unendlich, fo läßt (id) 
das zweyte Differenzial aus jener Reihe gar nicht ſinden, 
ſondern man muß zu den erſten Gruͤnden der Differenzia⸗ 
tion zuruͤckgehen. Man ſetzt nemlich x T dx für x, unb 
ſucht y', dann x F ad für x, um y^^. zu erhalten. Iſt dies 
geſchehen, fo iſt· der wahre Werth des zweyten Differen⸗ 
zials 
ddy > dz de cm , 2y' dog 
Auf aͤhnliche Art findet man den wahren Werth des dritten 
Differenzials, wenn man noch x T 3 x für x fegt, und 
dadurch y'^ ſucht, indem d3y 2 y" —3y" 35 — 1 
iſt, u. ſ. f. Auch dieſes wollen Wie durch einige Beyſpiele 
erlaͤutern. 


Erſtes DRAN 
Das Differenzial der Funktion y = e e = ffüe den 


u = — nden. 
Ca x 75 zu fi 


Sucht man das vollſtaͤndige Differenzial von y aus 


der Formel 
dy 


Von den Differenzialien für beſondere Fälle. 17* 


dy = pdx T íqdx? T irdx? T Z;sdx4 T x. 
. fo findet man für p, q, r, ꝛc. folgende Werthe: 

ed 4a ax e 
ERS (aa T xx)?” 
4a4 T 121aXX 

(aa 1 xx) 
48a4x — 482ax3 

= Tan CC 

Da nun ddy = qdx? T rdx3 T 47sdx4 + 1c. fft, fo wird, 
27 t 


ger 


da für E erg q o und r c ——— "A ba$ geſuchte 
SG 

Differenzial 

v d 27dx3V^3. | 

dy ze ga 


Zweytes Exempel. 


) : : $a — 
Das Differenzial der Funktion y = ch TT = 


Ze uͤr den 
Fall x a zu finden. 

Sucht man wie vorhin das vollſtaͤndige Differenzial 
fo wird, da där — rdx3 T $sdx^ ift, wegen r 
48424 — 48a a R 3 
"Ges T fuͤr den Fall x — a, r-—90, und D 
muß daher zu dem Werthe s fortgehen. Dieſer ift 

48 — 1442axx = 8X (48 54x — 48aax*) 


(aa T XY) 4 (aa + xx)* 
e 4 6 
Setzt man demnach x za, fo wird s — — = oh 


E 
und es ift alſo für dieſen Fall dy = — um 


Drit⸗ 
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Drittes Exempel. 


Das Differenzial der in Anſehung des Grades unbeſtimm⸗ 
ten Funktion: y zz aam ‘+ bx», für den Fall x 20 
zu finden. 

Setzt man nach und nach x dx, x fadx, xTZdx, 
16, fur x, fo erhält man folgende Werthe für y 
? y =axf dx)" T b(x dx» 
y^ = a(xT2dx)n + b(x T $dx)5 
am SEN + 3dx)m + b(x + 3 d x)n 
x 
Setzt man daher x — o, fo wird y o, und die Diffe⸗ 
renzialien werden 
dyzzadx" t bdan 
ddy — (2m — 2) a dam + (an — g) b dxn 
dye (37 —3.2" T 3)adxm. f (35 — 3. a0 f 4) bd 
d^y — (474.316. Ne 3^ 6.2n—4)bdx* 
dc. 
Iſt alfo der Exponent n größer als m, fo verſchwinden die 
zweyten Glieder in bieten Ausdrücken gegen die erſten. 
Gleichwohl muß man darauf Ruͤckſicht nehmen, wenn n 
eine gebrochene Zahl iſt, damit man die Faͤlle, in welchen 
dieſe Differenzialien entweder imaginaͤr werden oder beyde 
Zeichen haben, beſtimmen kann. Die weitere Auseinan⸗ 
derſetzung dieſer letztern Fälle aber muß der Lehre von den 
Curven vorbehalten bleiben. 


Funf⸗ 


Sunfiehntss Gapitd. ` 


Von ben Werthen der Funktionen, die in gewiſſen 
Fallen unbeſtimmt zu ſeyn Sg 


$ 355 
Wenn y irgend eine gebrochene Funktion von x, z. B. 
s iſt, deren Zahler und Nenner, wenn man für x einer 
gewiſſen Werth ſetzt, zugleich verſchwinden: fo wird in 
GE : Se 
dieſem Falle der Bruch GH welcher den Werth von y auss 
druckt, = — und kann alsdann eben ſowohl eine endliche 
als eine unendliche, und in dieſem Falle eben ſowohl eine 
unendlich große als unendlich kleine Groͤße anzeigen. Auf 
dieſe Art aber laßt ſich daraus der Werth von y in dieſem 
Kalle gar nicht erkennen, und ſcheint alſo unbeſtimmt zu 
ſeyn. Da indeß y in jedem andern Falle einen beſtimmten 
Werth bekommt, wenn man für x eine beſtimmte Größe 
fest: fo ift leicht einzuſehen, daß auch in dem beſchriebe⸗ 
nen Falle keine Unbeſtimmtheit (tat finden konne. Auch 


, N en aa — xx 
überzeugt man ſich davon leicht, wenn man y = 1 


ſetzt. Dieſe Funktion giebt allerdings auch y 23 =, wenn 


man 
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man x sa fept; allein da man Zahler und Nenner durch 

.& — x dividiren kann, und alsdann y 3 a x wird: fo 
ift klar, daß füt x — a, y — 2a weide, fe daß in dieſem 
Falle 5 = 232 geſetzt werden muß. 
\ | $. 356. ; 

Da wir oben gefehen haben, daß die Nullen zu einan⸗ 
der jegliches Verhaͤltniß haben koͤnnen: fo erfordert das 
Verhaͤltniß, welches der Zähler und Nenner in dieſen Säi: 
len zu einander haben, eine beſondere Unterſuchung. Gleich⸗ 
wohl zeigen die Nullen an fi) nichts verſchiedenes an, und 
man muß daher an ihrer Stelle die unendlich kleinen Groͤ⸗ 
ßen brauchen. Denn wenn dieſe Großen in ihrer Bedeu⸗ 
tung auch nicht von Null verſchieden find, fo läßt ſich doch 
aus ihren Funktionen, welche den Zähler und Nenner 
ausmachen, der Sage m Bruchs leicht ſchließen. Hat 


man 3. B. den Bruch z — AD ift zwar im Grunde der 


Zähler ſowohl als der N zo: allein gleichwohl faͤllt 
in die Augen, daß der Werth dieſes GE beſtimmt und 


== 7 fen. Iſt hingegen der Bruch ` Tu — gegeben ‚fo "e 


fein Werth allerdings Null, ſo wie der Werth von men 


unendlich groß. Braucht man daher ftatt ber "E bi 
öfters im Caleul vorkommen, die unendlich kleinen Grös 
ßen, ſo genießt man davon den Vortheil, daß man das 
Verhaͤltniß, welches jene Nullen gegen einander haben, 
zu erforſchen im Stande iſt, und allen Zweifel wegen der 
Bedeutung ſolcher Ausdruͤcke verſchwinden ſieht. 


$. 357. 


u 
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| K. 337. 

um dies deutlicher zu machen ſey = 670 daß Zaͤh⸗ 
ler und Renner berſchwilden, wenn man x = a ſetzt. um 
aber dieſe Nullen, welche ſich unter einander nicht verglei⸗ 
chen laſſen wuͤrden, zu vergleichen, wollen wir a F dx fuͤr 
x ſchreiben, und dies iſt im Grunde eben fo viel, als ob 
man a für x ſetzte, weil dx = o (f. Da alfo durch bie 
Subhſtitution x T dx für x bie Funktionen P und Q in 
p db und Q dO übergehen: fo wirb die Subſtitution 
x + dx für x ſchon verrichtet, wenn man in dieſen Aus: 
drucken allenthalben a fe x ſetzt, und in dieſem Falle vere 
ſchwinden, der Vorausſetzung gemäß, o und Q. Auf dieſe 


Art erhält man aus dem Brüche ir durch die Subſtitution 
8 AF j 5 , ] 
aT dx für x ben Bruch 400 und es druckr folglich biefet 


Bruch den Werth der Funktion y — a für ben Fall xtc 

aus. Es kann aber dieſer Ausdruck nicht weiter unbe⸗ 
ſtimmt ſeyn, wenn man die wahren Differenzialien der 
Funktionen P und Q nimmt, Denn thut man dieſes, fo 
koͤnnen die Differenzialien ab und 40 nie verſchwinden, 
weil fie durch die Poteftäten von dx ausgedruckt werden, 
wenn ſolches durch das Differenzial dx ſelbſt nicht geſchieht. 
Findet man demnach dp = Rdx und dQ = Saxa, fo ift 


der Werth der Funktion y= E LE den Fall x = à, 


— 
—— 


dx 
sas? und afe ein endlicher und = S Swen ee, 
hingegen wenn mem ift, in der That So, und = o 
wenn m « n ift, 
$. 358: 
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e $. 358. 
Wenn daher eine gebrochene Funktion n gegeben if 


deren Zähler und Nenner in einem beſtimmten Falle, z. B. 
wenn Kg geſetzt wird, zugleich verſchwinden: ſo findet 
man den Werth dieſes Bruchs fie x Da nach folgender 
Regel: : 
Man ſuche oie Differenzialien der Großen P und Q 
fuͤr den Fall x Da, und (ene diefelben ſtatt der Größen 
P und Q felbft. Iſt dies gefcbeben , d druckt der Bruch 
40 d den geſuchten Werth des Bruchs R aus. 
Wenn die Differenzialien ab und dQ, nach der ge⸗ 
wöhnlichen Methode geſucht, weder verſchwinden noch 
unendlich werden, wenn man * u fest, fo kann man 
dieſe Methode beybehalten; werden ſie aber entweder beyde 
2 o oder beyde = &, fo muß man die Methode befolgen, 
welche in dem vorhergehenden Capitel erflärt worden ift, 
Oft wird der Calcul betrachtlich abgefützt, wenn man gus. 
vor x—amt oder x At ſetzt, damit man einen 


Bruch 5 erhalte, beffen Zahler und Nenner für den Fall 
t o vberſchwinden. Man findet nemlich alsdann die Dif⸗ 
ferenzialfen dP und dQ, wenn man allenthalben at für 
t ſetzt. adis 

Erſtes creme 
e 


Den E der Santos P für den 


Gall t == o zu a 
Da in EZ Falle Zaͤhler und Nenner verſchwinden, 


ſo ſetze man at fuͤr t, wodurch man fuͤr den geſuchten Werth 
der 


V. b. Werihen der Sunftionen, die in gewiſſen at. 177 
der gegebenen Funktion den Ausdruck e 


dekommt. Nun ift Y(bb— de) 2 b — = und dar 


D 


dt? 
durch verwandelt fich jener Bruch in — = Tell = Es 


hat demnach der Bruch Sen "e „wenn to 


. I 
D a t —. 
wird, den Werth — 


Zweytes Exempel. 


Den Werth des Bruchs: 
Ylaa tax T xXx) — V(aa — ax T XxX) 
v(aTtx) -—v(a-x)-- 
für den Fall x — o zu finden. 


Hier kann man wieder dx für x ſetzen, und da 
2 
V(aa T adx T dx2) = 4 T dx 1 S 


Y aa — adx t dx2) = a — dx 1 a 


unb 
Ya T dx) = ya ux 
a ra : 
Vi d)m Ya D 
ift; fo wird der Zähler = dx, unb ber Renner E" Dier: 
nach ijt der gefuchte wahre Werth des gegebenen Bruchs 
= CH 


Eul. Diff. R. 3. Th. od. 2. Th. 2. Abb. M Drit⸗ 


, 
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Drittes Exempel. ! 
Den Werth des Bruchs: 
K3 — 4ax2 + 7a2x — 243 — aN (2ax — a3) 
xx — 2ax — aa T 2avV (2ax — xx) 
für den Fall x = a zu finden. 


Wenn man die Differenzialien auf die gewohnliche 
Art ſucht und an die Stelle des Zaͤhlers und Renners 
ſetzt, ſo bekommt man 

3xx — 8ax T 7a2 — 223 1 Ylaax — a2) 

2x —2a T2s(a — x) : Va — xx) 


und der Zähler und Renner dieſes Bruchs verſchwinden 


wieder, wenn man x — a ſetzt. Man muß daher an ihrer 


Stelle von neuem die Differenzialien nehmen, wodurch man 


6x — 8a T ash : Gar 8 
2 — 223 : (2 — * 04 ani 
findet, Da aber auch bey biefem Bruche der Zähler fo: 
wohl als der Nenner = o wird, wenn man x —a ſetzt: 
ſo muß man abermals Se Differenziallen für fie ſetzen, 
und findet dadurch 
ri — t — av (44 90 
6a3(a-—x)t(adx K E 23 (4 — ): ( * 
Aus gleichem Grunde muß man endlich auch hier ſo ver⸗ 
fahren, und gelangt alsdann zu dem Bruche 
BEN LUE CL aa)? 5 ` 
— Gar — ga4x T 42 x): (2ax ES 1350 
Setzt man nun hier a für x, fo bekommt man den beſtimm⸗ 
H ` : 
ten Bruch — — = a5, und dieſes (ft der gefuchte 
Werthedes gegebenen Bruchs. : 
* Bedient 
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Bedient man ſich vor dieſer Unterſuchung der Subſti⸗ 
tution x — a T t, fo wird dadurch der gegebene Bruch in 
folgenden verwandelt: 
2a3 + 2a2t — att 4 t3 — oa2Ylaa + 2at) 
— a T tt T 2aV (aa — tt) 
Da derſelbe = = wird, wenn man rz o fet, fo ſchreibe 
man at fuͤr t. Dieſe Behandlung giebt 
243 T zaadt — adt? 4 dts — 2a2Y (aa + nad) 
— 2aa T dt? + 2ay (aa — dräi 
Nun verwandele man die Irrationalgroͤßen in Reihen, 
und ſetze dieſe Reihen ſo weit fort, bis die Glieder gegen 
die rationalen Glieder in dem Bruche derſchwinden. Auf 
dieſe Art findet man 
dt2 „des Sata 


daa T 2adt) 2 a f dt — — 8 


24a 23a $23 
TAS ác s . dt? dr 3 
V'(aà — dt2) = a 82 
und durch den Gebrauch dieſer Werthe 
fioe 1 
— dt4:4àa oi 


Dieſes ift eben der vorhin ſchon gefundene Werth des ge⸗ 
gebenen Bruchs. 3 


Viertes Exempel. 
Den werth des Bruchs: 
2 Y donn 2ax) — V'(2ax — xx) 
4 — X T V(aa — Xx) 
für den Fall x = a zu finden. 


Setzt man in die Stelle des Zaͤhlers und Renners 


eis Bruchs die Differenzialien derſelben, fo bekommt 
ez 2 man 
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man folgenden für den Fall x = a ihm gleichen 
Bruch: 

— a: vy(aa * — x): V(aax — xx) 
deſſen Zähler und Renner ür den Fall = 2 unendlich 
werden, Multiplicirt man aber beyde mit — Y — x), 
ſo bekommt man 

42: Va a fa — x)? 1 ü VOX — X ) 1 
r Lo. 5 d 

welcher Bruch für den Fall x Da * beſtimmten Werth 

a; V2 

a: v2a 8 

gegebenen Bruchs für den Fall x = a. 


es giebt, und dies ift demnach der Werth des 


9. 359. 
i 5 
Hat man alſo einen Bruch Zr. deſſen Zähler und 


Nenner fuͤr den Fall x = a verſchwinden, ſo laͤßt fid fein 
Werth nach den gewoͤhnlichen Regeln der Differenziation 
angeben, und man hat nicht noͤthig, ſeine Zuflucht zu den 
im vorhergehenden Capitel erflärten Differenzialien zu neh⸗ 
men. 9 man nemlich die Arenal, A wird 


der Bruch 2 — d für den Fall x = a dem Bruce 4 ES U gg, 


und wenn Ze Zähler und Nenner dieſes dd ge 
Werthe haben, ſo erkennt man daraus ſogleich den Werth 
des gegebenen Bruchs; wird aber einer davon So, ín: 
dem der andere endlich bleibt, ſo iſt der gegebene Bruch 
entweder = o oder = oo, je nachdem entweder der Zaͤh— 
ler oder der Nenner Do wird. Werden aber Zaͤhler 
und Nenner zugleich = oo, und dies geſchieht, wenn fie 

N durch 
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durch Größen dividirt werden, die in dem Falle x — a ver⸗ 
ſchwinden: ſo bringt man dieſe Unbequemlichkeit dadurch 
weg, daß man den Zaͤhler und Nenner mit dieſen Diviſo⸗ 
ren multiplicirt, wie z. B. im vorhergehenden Exempel. 
Verſchwinden Zähler und Nenner für. den Fall x = a zu⸗ 
gleich, ſo muß man, wie Bahn, 28 neuem bie Differens 


zialien nehmen, um den Bruch S ze 5 iu erhalten, welcher 


für x = a dem gegebenen noch zs ſeyn wird. Sollte 
auch dieſer Bruch S werden, ſo muß man dafuͤr LN: 

0 D d3Q 
nehmen, u. f. w. bis man zu einem Bruche gelangt, der 
einen beſtimmten Werth giebt, einen endlichen entweder 
oder einen unendlichen, entweder unendlich großen oder 
Ra Kë So mußte man im dritten Exempel 


, : s P 
bis zu in P fortgehen, efe man den Werth des Bruchs a 


beftimmen konnte. 


$ 360. T 


Der Nutzen dieſer Unterfuchung zeigt fid) bey der Be⸗ 
ſtimmung der Summen der Reihen, welche wir oben im 
zweyten Capitel 9. 22. gefunden haben, fuͤr den Fall, wenn 
x — I geſetzt wird. Nach dem angefuͤhrten Orte iſt 


nemlich 
Kr i ee 


X — Aufl 
3 
X — x2n#1 
1 — xx 
; x— (n FI)XUHT Anxn+2 
XZ TZ X ,,..„Tnm=-— ———ĩĩſ— 

X Tax 273 T nx 8 


M. 3 xj 


xfx) Txf Ro... pxi0-1m 
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x 3x5 T S T.. . T (2n — I) xan-z 


R ＋ K — (2n 1 Usäntt ＋ (2n — Dank 
(1 — X) 2 
x T 4 T 9 P. aas 


x TNZ (CAT (ann ꝶ 2 Henpa LES 
a KENT e EE, 
ats 
Sollen nun die Summen dieſer Reihen für den Gall ge⸗ 
funden werden, wenn x = 1 ift, ſo verſchwinden in den 
Ausdrucken dafür ſowohl der Zähler als der Nenner, und 
es laffen ſich daher dieſe Summen nach der erklaͤrten Mes 
thode finden. Da ſie ſchon ſonſt bekannt ſind, ſo kann man 
fie als Beſtaͤtigungs⸗Beyſpiele der erwähnten, ethode 
betrachten. 


axe see 
Den Werth des Bruchs = — - Be den Fall x = 


zu finden. Es giebt aber ur EES die Summe der 
Weibe r T 1T 1 T1. rn wenn fie aus n Gliedern 
beſteht, und ift daher allemal = n. 
Da für xe Zähler und Nenner verſchwinden, fo 
ſetze man dafuͤr die Differenzialien, wodurch man. 
Late 
Sc 
Pe welcher Ausdruck für x e X bie Zahl u giebt. 


e 


Ztoey⸗ 
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Zweytes Exempel. 


* = af 
Den Werth des Bruchs 5 für den Fall x — x 


zu finden. Es iſt aber derſelbe als die Summe der Keihe 
ITI 1. Tn wenn dieſelbe bis zum nten Gliede 
fortgeſetzt wird, — n. 
Durch die Subſtitution der Differenzialien bekommt 
man Gott des gegebenen Bruchs, 
x T — (2n Op I)xzu. 
en 
und der Werth dieſes Bruchsiſt n, wenn man x nimmt, 


Drittes Exempel. 
: Xx (I) xnTT Fnant2 
Den Werth des Bruchs ee 
Fall x = r zu finden. Da diefer Bruch die Summe der 
Reihe 1T 213 T4 1... Fu vorſtellt, (o iſt jener 


nn Tn 
2 * 


fuͤr den 


Werth bekanntermaßen 


Durch die Subſtitution der Differenziglien bekommt 
man den Bruch 
f 1 — (n T a T n(n T 2 Nn 2 
Da indeß der Zaͤhler und Nenner dieſes Bruchs fuͤr den 
Fall x zc 1 verſchwinden, fo muß man von neuem die Dif⸗ 
ferenzialien nehmen. Dadurch bekommt man 
aun + Han- t(n- Dn kalen, 
2 


D 1 N e 
alfo für den Fall x = 1, 4 8 n 


\ 


" ? 
"1 


M 4 thiet; 
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Viertes Exempel. 
Den Werth des Bruchs: 
* ＋ X — f Nur F (an — Vasen 
1 I ze gä 
für den Salx=ı zu finden. Da diefer Bruch Die Summe 
der Reihe x T 3 T7 T.. T (2n — 1) ausdruckt, 
fo ift, wie bekannt, jener Werth =, 


Durch die Subſtitution der Differenzialien bekommt 
man den Bruch : 


11 38x — (an + 2x29 + (an 10 Gn + sesta 
: — 4x(I — xx) 


UAR RR 
und da derſelbe, wenn man x = 1 fet, = Si toitb, fomuß 


man von neuem die Differenzialien nehmen. Hierdurch 
bekommt man 
eee en- I) n Tn H Saar 
4 T 12K X 
und dieſer Bruch wird, wenn man x — ſetzt, 
6 — 20(2n 1 1) + (2n — I) (an T 2)(2n t 3) 
8 


un. 


Fuͤnftes Exempel. 


Den Werth des Bruchs: 

x Fx2— (n + 1)2xn*t + (ann T 2n — Ihanza —nnx»*3 
W 8 

für den Fall x —'r zu finden. Da derſelbe die Summe 

der Reihe 1 T 419 f... na ausdruckt, ſo iſt er, 

wie bekannt, = jn3 Tip? tin. 
Nimmt man die Differenzialien des Zaͤhlers und Nen⸗ 
ners, fo erhält man 

à I " 
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Vi 2* — (acp 1) 3X5 Es 
+ (n Ta) f an — f=: — 301 — H 
— nu(u T Zr : iet 
und da ín dieſem Bruche Zähler und Nenner So werden, 
wenn man x = ſetzt, fo muß man von neuem die Diffe⸗ 
renzialien nehmen. Allein der Bruch, welchen man da⸗ 
durch erhaͤlt, nemlich 
2 — n(n.T 1): : 
tar 1)(n- + 2)(2nn T 2n — pan :6(1 — x) 
— n2(n T 2)(n T 3)xn?* 
hat eben bie Unbequemlichkeit, und man muß daher durch 
abermalige Subſtitution der Differenzialien zu dem Bruche 
— n(n — I)(n T I) 2 
+ n(n + Dn T 2)Czun T an — er): 6 
— n2(n t ı)(n T 2Xn T 3)" 
zu gelangen fuchen, der durch die Subſtitution x — r it 
— n(n — Den 1) trat On tam nn _ 
s —6 T 
n(n t 1955 ＋ 1) REN 
übergeht, welches ne der Werth ift, den man ſchon auf 
andern Wegen als den wahren Werth kennen gelernt hat. 


Sechstes Exempel 


Sn 


Den Werth des Bruchs 


—fuͤr den Fall xz 
zu ab 
ur Let Bruch ein Produkt aus den beyden Bei: 
1 — x", ch e ; 
chen : ET deer ift, und der erſte für den Fall 


x Iden geg J hat: fo braucht man nur den Werth 
M 5 des 
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des andern Bruchs fuͤr eben den Fall zu wir Da man 
dafür. beym Gebrauch der Difesengialien ` 2 ot 
SC? fo tft der geſuchte Werth des RER "pm 
E SH Eben diefen Werth findet man, wenn man uns 


mittelbar von dem gegebenen Bruche die Differenzialien 
nimmt. Dadurch erhaͤlt man nemlich 


W — (m f. enten 
| — pre S 


und dieſer Bruch giebt, wenn man x — ſetzt, — - 25 
es éi = d in. 
ER wie vorhin. | 

| ; " 361. 

Eben dieſelbe Methode muß man cum wenn entweder. 
dergaͤhler oder Renner des Bruchs T oder beyde tranſcen⸗ 


N date wollen wir an einigen 
Beyſpielen erlaͤutern. 5 


Erſtes Exempel. 


24 n — xn 
Den Werth) des Bruchs 5 —— für den Sall x a su 


finden, 
Durch die ern der Differenzialien erhält man 


yn-X 
ſogleich den Bruch — — —1:7 nx", unb ber Werth 


deſſelben für x D a iſt naa, 


Zwey⸗ 
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Zweytes 1 el. 


Den Werth des Bruchs 75 für den Fall & = 1 


) 
zu finden. 
Nimmt man die Differenzialien des Zaͤhlers und Sien. 
Lag „„ 
Y:2v (1—x) Get tee 
und da ber Werth. diefes, Bruchs, wenn — xz x ſetzt, 


ners, ſo bekommt man — 


zo em, fo folgt, daß der Bruch TS für ben 
Fall x = verſchwinde. à 
Pre, Exempel. ; 
: —. x — ala T al 
Den Werth des Bruchs EVE TS für den Fall 


x za zu finden, in welchem der Zaͤhler und Nenner 
: = O werden. 
Durch die Subſtitution der Differenzialien in dem 
Zaͤhler und Nenner findet man 


— LATE" GNU — xx) 
— (ax): Aa, rt — (4 — x) 


| Run wird zwar auch der Zaͤhler und Nenner dieſes Bruchs 
zz o, wenn man x Sa ſetzt; allein da beyde durch a — x 
theilbar ſind, ſo erhaͤlt man dafuͤr durch die Diviſion mit 
4 — * | 

EM af mo: | 
und da der Werth dieſes Bruchs für x e 3, = — 1 wird, 


fo ift auch für eben dieſen Fall der Werth des gegebenen 
Bruchs = = x 


Pier⸗ 
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Viertes e 


hie den Fall x = o zu 


Den Wertb des Bruchs — ia T5 


finden. 
Durch die ge der Differenzialien bekommt 
man den ibi . ST iios m x So den Werth 


i rtr T E 
2 giebt. , 


Fünftes Eren 


| 


. » — 1 f 
Den Werth des Bruchs . den Fall 


x Vo zu finden, 

Setzt man ſtatt des Zählers und Renners die Sie 
renzialien, ſo erhaͤlt man den Bruch M 
weicher aber, wenn man x — o ſetzt, = — — wird. Man 
muß alſo durch abermalige Saa | 25 Differenzia⸗ 


lien den Bruch —. et RE x T X ſuchen, welcher für 


x o den Bruch EH = giebt. Eben dieſes findet 


man, wenn man HR oT dx fuͤr x fest. Da nemlich 
eis c IT dx Fädı2 ki und 101 T dx) 2 dx — Adxaz 
Ta, iſt: fo erhält man auf dieſem Wege 
ex — Mr Läd 4 
dx? dx 
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Sechstes Exempel. 

Den werth des Bruchs n für den Fall x = o zu finden. 
Um dieſen Bruch auf die Form zu bringen, wobey er 

in dem angenommenen Falle in S uͤbergeht, ſchreibe man 

> > yo ix zl I 

ihn auf biefe Art n- Ferner fepe man x = * fo daß 

für den Fall x — oo, y 22 0 werde. Hiedurch bekommt 

i 


I " 
man den Bruch — für den Fall yo zu unterſu⸗ 


chen. Nimmt man nun die Differenzialien, fo findet man 


1: yy Ge KE 5 . Allein dieſer Bruch wird = , 
Nm Qj 
wenn man y zo (eth und eben dieſes findet bey ben Brüs 


Se 
ben — LOU unb A u. ſ. f. Port, welche man 


durch fortgeſetzte Subſtitution der Differenzialien erhalt. 

Um alfo gleichwohl den geſuchten Werth zu finden, fep; 
: * y , 9 

4 2 1 Y wenn man yo fet. Da in dieſem 


Falle auch s — DO wird; fo erhält man aus jener 
; . 


Gleichung ss = I 2 „ und dieſe Gleichung durch die 
zweyte dividirt giebt s = "Tm Hieraus erkennt 

yan yn ' ni 
man, daß s = oo wird, wenn y - o . und es iſt 
daher der Werth des Bruchs — LG? unendlich groß, 


wenn 
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wenn y So wird, fo daß, wenn man y = dx ſetzt, ar 
zu dun ein unendliches Verhaͤltniß hat, wie bereits oben 
berührt worden iſt. 

Siebentes Exempel 
Ain. A Vh ey 
Den Werth des Bruchs = für den Fall x = o zu 


Finden, in welchem Precht der Zähler als der Nenner 
verſch windet. 


Es ſey für den erwahnten Fall — Es f wird, 


( : SCH , jxn- t 
Senn man bie Differenzialien nimmt, s = — 
i e II X: Xx 
da dieſer Bruch, fo wie auch alle übrige, welche man durch 
die Suͤbſtitution der Differenzialien finden kann, für den 


Fall x en sa - wird: fo muß man wieder zu dem vorhin 


gebrauchten Huͤlfsmittel ſeine Zuflucht nehmen. Nun giebt 
die erſte Gleichung e 
x" zz e^I:xg, und xs(h4X) — ent T XTX 
die andere aber 
xniX = e-tixg:n, alſo xn(u 1) D e-n:xgn ; nn 
und aus diefen beyden Gleichungen erhält man 
ate cs d, und olſo e = — 
nnę- 1: * 
wenn * geſetzt wird. Setzt man demnach x = dx, 
fo hat dx^ zu e-r:dx ein unendliches Verhaͤltniß, was 
man auch fuͤr n für eine endliche Zahl ſetzen mag, und es 
ift daher e-1:dx eine unendlich kleine Größe und dam fo: 
GH wenn m eine unendlich große Zahl bedeutet 
Achtes 
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ER Exempel. 


— ſin. x T cofx 


— —————— o 
lin x T. cof.x — : für en al 


Den Werth des Bruchs 4 
zu finden, wenn x = I oder ein Bogen von gos wird. 
Durch die Subſtitution der Differenzialien erhält man 


a fin. H 
den aps n ais s. 


1 welcher fuͤr den Fall, wenn 


* e ardt wird, ba alsdenn fin.x 1, und col. x 


So, in uͤbergeht, ſo daß 1 der geſuchte Werth des ge⸗ 
gebenen Bruchs iſt. Eben dieſes erkennet man ohne Dif⸗ 
ferenziation. Denn da col. x zy T nx) T (1 — ſin. x) 
iſt, fo erhält man dadurch ftatt des gegebenen Bruchs 
VI — fin.x) + v (rt fin.x) 
3 D E 
T nS V Ina) und diefer Bruch wird 
offenbar = 1, wenn (im x =ı wird. 
Oteuntes Exempel. 
Den Werth des Bruchs en für den m x=i 
zu finden. 

Setzt man ſtatt des Zaͤhlers und Renners die Diffe⸗ 

renzialien, ſo bekommt man den Bruch 
sty T be) — 1 
— ITI XR 

Dagegen giebt die abermalige Subſtitution der Differen⸗ 


] D d " 
VER pel „und dieſer Bruch wird 


zs für * 8 1. 


jtalien ^ 


* — 2, wenn man x = x fett, daher denn auch der 
Werth 
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Werth des gegebenen Bruchs = — 2 ift, wenn x — 1 am 
genommen wird, 


$. 362. 
Da es hier unſere Abſicht ift, alle Ausdruͤcke zu be: 
trachten, die in gewiſſen Faͤllen unbeſtimmt zu ſeyn ſchei⸗ 


a [ ; P 
nen: fo muͤſſen wir außer den Bruͤchen ES deren Zähler 


und Nenner in gewiſſen Faͤllen verſchwinden, auch derer 
Erwähnung thun, deren Zähler und Nenner in gewiſſen 
Faͤllen unendlich groß werden, weil die Werthe dieſer Bruͤ— 
che ebenfalls unbeſtimmt zu ſeyn ſcheinen koͤnnen. Sind 
nemlich P unb Q ſolche Funktionen von x, daß fie beyde 
fuͤr einen ecu Fall x = a unendlich werden: fo bes 


fommt der Bruch J — e als Form =; und da die unend⸗ 


lichen Größen eben 79 89 als die Rullen jedes Ver hält⸗ 
niß zu einander WS fönnen; ſo laͤßt fi) daraus der 


Werth des Bruchs 8 auf keine Weiſe erkennen. Indeß 

laͤßt ſich dieſer Fall auf den vorhergehenden zuruͤckfuͤhren, 
P 2 

wenn man den Bruch a durch LM ausdruckt, wo der 


Zähler und Nenner für den Fall x = a verſchwinden, und 
alſo der Werth dieſes Bruchs nach der beſchriebenen Mes 
thode gefunden werden kann. Aber es iſt deswegen dieſe 
Verwandlung nicht ſchlechterdings nothwendig. Denn 
fegt man für * nicht a ſondern a 7 dx, fo bekommt man 
die unendlichen Werthe nicht durch oo ausgedruckt, ſon⸗ 


A : 
dern in Darſtellungen, wie x oder u; und ob gleich 


mr Ausdrücke ebenfalls 15 Groͤßen anzeigen, ſo 
laſſen 
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laſſen ſie ſich doch unter einander vergleichen, und alſo auch 


aus ihnen der wahre Werth der Funktion H leicht finden. 
§. 363. 

Eben fo gehören hieher die Produkte aus zwey Fak⸗ 
toren, wovon der eine, wenn man x — a ſetzt, verſchwin⸗ 
det, und der andere unendlich wird. Denn da man jede 
Größe durch das Produkt o. oe darſtellen kann, fo hat 
man darin allerdings keinen beſtimmten Werth. Iſt aber 
PQ ein Produkt, wo, wenn man x Sa ſetzt, P=o unb 
Q=» wird, fo findet man den Werth deſſelben nach den 


erklärten Regeln, wenn man Q = i fet, weil alsdann 
das Produkt PQ in den Bruch z verwandelt wird, deffen 
Zähler und Nenner für den Fall x e a verſchwinden. 
Sollte z. B. der Werth des Produkts (1— x)tang. 7 für ` 


7X 4 
den Fall x = T, mo I—x=o, und tang.— , wird, 


geſucht asch fo verwandele man dieſes Produkt in den 


Bruch t deſſen Zahler und Nenner für den Fall 
Set Sefipititár Da das Differenzial des Zaͤhlers 
dx: 2 


zz— dx, und das Differenzial des Nenners =— Rs 


ift, fo wird ver Werth des gegebenen Bruchs fuͤr den Fall 


* 


weil ln. Ss Wt 
ul. Diff. R. 3. Ch. od. a. Ch. a. Abh. NR 6. 264, 
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$. 364. 

Ins beſondere aber gehören hieher die Ausdrucke, wel⸗ 
che bey einem beſtimmten Werthe für x die Form oo — oo 
annehmen. Denn da zwey unendliche Groͤßen um jede 
endliche Größe von einander unterſchieden ſeyn koͤnnen, 
fo erhellet, daß jene Ausdruͤcke nicht eher einen beſtimmten 
Werth anzeigen, als bis man dieſen Unterſchied angeben 
kann. Es findet aber ein Fall dieſer Art ſtatt, wenn eine 
Funktion P — Q gegeben iſt, wo, wenn man x — a ſetzt, 
ſowohl P als Q unendlich wird, und hier ift es nicht gleich 
leicht, den geſuchten Werth nach den erklaͤrten Regeln zu 
finden. Denn nimmt man auch P-Q=f, und ſetzt 


e Q. ef, fo daß ef — r wird, wo für x Da fo 
wohl der Zähler e— Tals der Renner e—P verſchwindet: 


m Qa 
fo erhält man nach der erklärten Methode ef = = 515 


dq : 
ar woraus ſich aber 


der Werth von k nicht finden laͤßt. Sind P unb Qalge⸗ 
braiſche Groͤßen, ſo koͤnnen dieſe nicht anders unendlich 
werden, als wenn fie Brüche mit verſchwindenden Nen⸗ 
nern find; und findet dieſes bey P und Q ftatt, fo laſſen 
ſich die Bruͤche P — Q in einen zuſammenziehen, deſſen 
Nenner ebenfalls verſchwindet. Wird nun in dieſem Falle 
auch der Zähler — o, fo kann man die bereits beſchriebene 
Methode brauchen; verſchwindet aber der Zähler nicht, fo 
iſt der geſuchte Werth eine unendliche Groͤße im eigentli⸗ 
chen 8 Soll z. B. der Werth des Ausdrucks 


1 
EE SSC os ben St sei geſucht werden, 
5 fe 


d — Q., 
und alfo, da ef = iſt . 
e 


j** 
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ſo erhaͤlt man fuͤr dieſen Ausdruck f 
darnach iſt der geſuchte Werth = — D 


Kee und 
x ITA. 


$. 365. 

Wenn aber P und Q tranſcendente Funktionen find, 
fo ift dieſe Verwandlung meiſtens mit fefe beſchwerlichen 
Rechnungen verknuͤpft. In dieſem Falle bedient man ſich 
daher beſſer der directen Methode, und ſetzt Datt xa, moz 
bey beyde Groͤßen b und Q unendlich werden wuͤrden, x = 
4 T», fo daß » eine unendlich kleine Größe bedeutet pm 


mit dx verwechſelt werden kann. Wird Dr P 2 


tB, und 1 C, fo iſt ofenbat, daß P—QsB-C 


iſt, und dieſe Diferen, ift eine endliche Größe, Diefe Art 
den Werth von dergleichen Funktionen zu finden, mögen 
folgende Beyſpiele erläutern, 


Erſtes Exempel. 
Den Werth des Ausdrucks = — = für den Fall " 
pw wenn x — I gefept wird. 
Da ſowohl — 


man x sz 1 eg: Se: ſetze man x = 1 +», wodurch der 
gegebene Ausdruck i in folgenden verwandelt wird 
I Ile a — SÉ d 


Ou IC là» Se 


TI — r unendlich werden, wenn 


[ 


Nun ift ST 
1140 S 2-24 l 2. es “a 34 955 ic.) 
f N 2 und 
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und man bat Si: 


aan i | 
„(1 — 2% ie? — c. Déi ee 
E77, 1 x. 


ES docs ieT 382 —ı. 
Nimmt man folglich a unendlich klein oder — o, ſo wird 
offenbar der geſuchte Werth S . 


Bmsntes ip eii 


£o Werth des Ausdrucks — — i 
x(e AR aa 


den Fall x = o zu finden, getonéazieer, daß e die Zahl 

bedeute, deren hyperboliſcher CLogaritbme — x ift, und e 

Das Verhaͤltniß des halben Umfangs des Xreiſes zum 
Salbmeſſer deſſelben ausdrucke. 


r 


I 


Ran OCA ud Wxocul- ies 
| Sé E Uam T SE —9 iſt der Aus 
druck der Summe bet Reignhe 


1 ＋ xx T A Tax T 9Txx T 16 T xx Sr 
und man muß dlfo, wenn man'x = 6 feat, die Summe 
der Reihe el 
1 FTS TM Mf... 
finden, welche, wie bekannt == . if Setzt man aber 
^. o; fà. ſcheint der Ausdruck SC eier 
x(e?** — 1) 
hoͤchſt unbeſtimmt zu ſeyn, weil beyde Glieder deſſelben un: 
— Ab 


y 32 * 
endlich werden. Man ſetze daher xzx », wodurch 
» * BENI un H in 


eh 
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d 4500 901 
i sos ES 2 = übergeht. Da ferner, er. ren an 


+ cuni t4 we t ꝛc. dit, fo ies mon fuͤr das andere 


— — 


* 6. us sët) — ^ d d e 8 "A 9b 
7 2 1 


EN . 
. ——— oq 
e(2mo T 37202 5 « ie Kéi? ) 


Nun iſt abet. d Ate? axv d ERN 


ITT A2 [iC 
und es wird folglich das letzte Glied S — fist 
ie. und addirt man hierzu das erſte Glied; fe p 

man Zen, welches der Werth des gegebenen Ausdrucks 
für den Fall x = o iſt. Fi 

Eben dieſen Werth kann man nach der Methode 
finden, welche wir bey den Bruͤchen gebraucht haben, de 
ren Zaͤhler und Nenner in gewiſſen Fallen e 
indem ſich der gegebene Ausdruck in folgenden Bruch oc 
wandeln laͤßt, 

1e * ee Lex x 1 
2xxe?* POE ash esc d :s^t) tc 
deſſen Zähler und Renner für x — o ebenfalls = o mer: 
den. Nimmt man alfo die Differenzialien, ſo bekommt 
man , 1 
e f axsnei ff 2e TX f 


I — 2% Tac. 


4e 1 RTL BE 
oder " 
„ ef aep xe 7T 
4xe?* X T 4xxe?7* EH 4X, 
N 3 a wo 
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wo aber fuͤr x 220 Zähler und Nenner wieder verſchwin⸗ 
den. Man muß daher nochmals die EAM cud 
tuiren, und findet alsdann A 
— 2esei ff 4 nme " NON 
dert + gereit? + 8m xe*7* f Szaxxe^"* —4 
"en oder - 
EEE e Ir NE e Str anne 
oder 
Lët: 


IF 4% T 22% 2 


Da auch hier für-x o Zähler und Nenner = o werden, 


. nehme man nochmals die Differenzialien, wodurch me 
13 


4% T 4. T 276 ax 
e und dieſer Bruch geht, wenn man x zc o febt, ^ 


in = über, welches der vorhin gefundene Werth iſt. 


Drittes Exempel. 


: * > 
Den Werth des det — — —— zu fin⸗ 
* 2x(e"* 4.1) 
den, wenn SEO ift, und z uno e die vorige Bedeu⸗ 
tung behalten. 


Der gegebene Ausdruck laßt fi in den Bruch 


wo" X 


— verwandeln, deſſen Zähler und Nenner für 
4xe** t 4x 
den Fall x zz verſchwinden. Man fepe daher x — v, 
unb ba 
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e est T wur iz252 ar 2 3 d i. 
ift, fo erhält man dadurch für den gegebenen Ausbruck 
1 20 vk Ir3u2 T Ze Aa? 95 1C. 
$e T no T 2r243 T 1. 
und diefer Ausdruck wird = Ze 3, wenn man » — o nimmt. 
Auch ift Ze? der Werth des ye ede Ausdrucks für den 
Fall x c= O. Uebrigens ſtellt die Formel 5. — — — 
: 4x ax(e"* 1) 
bie Summe Der Reihe 
1 1 1 
T*. T 9Txx t 25 xx RE Tae 
dar, und es iſt bekannt, daß dieſe Reihe, wenn x == a an 
genommen wird = z ift. 
Viertes Exempel. 
2 Ka 
2 UNS : 5 
Den Werth des Ausdrucks ds Tus für den 
Fall x o zu En. 


S \ X 
Die Formel 3 druckt die Summe 


2 X tang. 7X 
der ohne Ende fortlaufenden Reihe 
1 ehe tuit we 


aus, und es muß daher, wenn man x zz ſetzt, die Summe 
der Reihe 

1 T1 TI TWIN T. 
fid ergeben, wovon man weiß, daß fie = ges ift. Da 


fin. , 
nun tang. n = nn ift, fo hat man 


I e clt fin. zx x coſ. x 
- Wem A — —-—-—¼: ut—ę— 
2xx 2 ſin. Xx 2 xx ſin. vx 


N 4 \ unt 
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und der Zaͤhler und Nenner dieſes Bruchs verſchwinden, 
wenn man x So ſetzt. Man nehme alſo x So, ſo geht 
der gegebene Ausdruck, da 
ſin. æx = we 323 A E 
co — I — Zeäeäë ＋ e. 
ift, in folgenden Bruch à 
-9 — $7393 . ꝛc. — c» + Iv353 -— x. 
2 — rf T X. E 
— 
Zeie? — %, 
2w»3 — 2, 15 NN 
über, welcher, wenn man e e unendlich klein annimmt, 
302 giebt. 


Fuͤnftes Exempel. j 


Da die Summe der ohne Ende fortlaufenden Reihe: 
K I I sfin.Eex 
I—xx '9g—xx | 25— XX ' 49 — XX celle 
iR den Werth dieſer Summe für den Fall x o 
zu finden. 
Da 
Dn, Lex = Zen — deii T x, unb 
coſ. e — Y — gs2x? ta 
ift; fo wird der gegebene Ausdruck — 
 fezg — gans Tic, 42 — Kranz To. 
TUA — is233 qu, — * Tox 
unb alſo offenbar = 12, wenn man „So fest. Gë ift 
aber $22 ber Werth der Reihe 1 $ T ze T c., wie 
oben auf mehrere Arten gezeigt worden, dagegen die ge⸗ 
gebene Reihe allemal So wird, wenn man für x irgend 
eine gerade Zahl ſetzt. 


9.366. 
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A 366. : 

an dieſen Reihen, welche in den beyden letzten Creme 
peln vorkommen, ſo wie auch in andern die veränderliche 
Größe x enthaltenden Reihen, koͤnnen dieſer Größe x auch 
ſolche Werthe beygelegt werden, daß einige Glieder, und 
folglich alsdann auch die Summe der ganzen Reihe unend⸗ 
lich T. Setzt man ze B. in der Reihe ? 
por er eed M 
für x irgend. eine ganze Zahl: fo wird geg ein Glied, 
derſelben, wegen des verſchwindenden Renners, und alfo 
auch die Summe der Reihe unendlich. Laͤßt man aber 
dieſes unendliche Glied aus der Reihe weg, ſo iſt der uͤbrige 
Theil der Summe eine endliche Größe, und läßt ſich durch 
die Differenz zwiſchen dem Unendlichen, welches die ganze 
Summe ausdruckt, und dem gedachten unendlichen Gliede, 
alſo durch co es ausdrucken. Was für ein beſtimmter 
Werth in dergleichen Fällen ſtatt finde, laͤßt ſich nach der 
erklaͤrten Methode entdecken, und folgende Beyſpiele màs 
gen zur Erläuterung dienen. 


erstes Exempel. 

Die Summe der Reihe: 
1 122. 1 
p—xx- 33 e 
für den Fall zu finden, wenn x = 1 genommen, und das 
erſte Glied weggelaſſen wird; welches bey x — 1 ins 

Unendliche übergeht, 

Da überhaupt genommen bie Summe Dieter Reihe 
I 


am seen ift: fe ift die geſuchte Summe 
N 5 


E 


H 
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I m dX 


E: ] — — — — —— — — 
mus git 2XX 2x tang. ax ag — ER 
für x * 1. ge dete x IT nn wird dieſe Summe 


meo TIAS rier? emt: Za 20 + au 

9tun ift ! Grp 290 21 r 
tang.(s f er) Ga m ar wu * Ze zen Tac 

und da das erſte Glied = für x zx ben beſtimmten Werth 


4 bekommt, fo braucht man nur auf die beyden fibrigen 
zu ſehen. Dieſe nba wenn e eine unendlich kleine Groͤße 
bedeutet, 

X. 


Isa R "ie EX 2s F 
e deeem re 


i: wenn e unendlich klein iſt, kann man ſelbſt 222 
wë den a Aen, ur een, befommt man 


p» 
Ki 


Ee 
wenn man e=o ſetzt. Es ift aber 3 SS D bie Summe 
der Reihe Et ET r. 2 hr wie aus andern Gründen 


bekannt iſt. à 
TIU j 


Zweytes Exempel. 
Die Summe der Reihe: 
1 I I 
rt E E E AS Cr RM 
für den Fall zu finden, wenn x irgend einer ganzen Jahl 
n gleich geſetzt, und das a ins Unenolicbe übers 


gehende Glied . Ir weggelaſſen wird. 


Die 
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Die geſuchte Summe ët. ſich auf folgende Art aus 
drucken: CET Ka 
„te ai 1 


— — —— — — el 
2x x T^ axfangeex - unn — RX 


vorausgeſett, Ge sen ND werde, wo denn 
das erſte Glied = = Tu bie beyden andern aber un⸗ 


endlich werden. Man fege alſo x n e, fo hat man 
für die geſuchte Summe, da tang, (on F ge) == tang. s» 
sr eu WU, wenn man e unendlich klein annimmt, den 


Ausdruck a TE Re 
1 e 17 5 

ann  '2(n T »w)e» Zne se 

zr er = 
REN pz xU 
Inn „An 7 e bc t 2n») (2n T 59 


St 
ann (zn T en ro) 
und wird demnach a — o; fo bekommt man 
192020 2 F siovtg 3 
— — == —— 
2nn 4nn Ann 
Es iſt folglich f 8 
Ze — E E dës EN 
ann  1—nn t 4—ın T 9 - nn de (n—1)2 — nn 
I H a 
T 88 wi GTI N ende 
oder 
1 "nts zy Y 
(ufa nn T (nT2)* —nn B (n 13)? — nn ce 
= 
3238 E X 
22 nn ke gemet er a — — 
Ann nn — 1 r IR EA 


Drit⸗ 
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Drittes Exempel. 


Pen nr der d dn : 
Y — =: 
I — xx L X e fa art LT 2 
fuͤr den Fall zu finden, wenn xccl pd und das als⸗ 
‚BD! 13 227 $t 9 


dan ins Unendliche 1 D bergehende Glied - 


iy weggelaſſen wird. e : 
Da die Summe dieſer Reihe ‚überhaupt ege 


v fin. 4 2 XK 
a ift: fo wird die geſuchte Summe 
4x coſ. 2 SE Ka Gel à 
ra : sfin.izsx.. , ^ F 
Ax coſ. 2 ͤ 1—xx 


für den Fall x=. Da beyde Glieder für x:— 1 unend⸗ 
lich werden, fo fee man x — 1 -e. Hierdurch bekommt 
man, da - 
fin. (Iz. — 255 =>: 2 zi — isv222, unb 
coſ. (2 — ise) — fin.iso — iso 
ift, indem „ eine unendlich. kleine Groͤße bedeutet, den 
Ausdruck Yn 
2 I — 552%) 1 x 1 1 
40 f. 7 Bap eg «(2—22) 2(2 — ») 
der = wird, wenn man e = o annimmt, und es iſt 
demnach 


WM rss tr, 


Viertes Exempel. 
Die Summe der Reihe: i 
I r I 
— — — — X. 
1 gx asc gos i 
zu finden, wenn x irgend einer ungeraden Fahl 2n — 1 


gleich 
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5 
(2n — 1) 2 — xx 
in dieſem Falle ins Unendliche uͤbergeht, wegge⸗ 
laſſen wird. 


gleich geſetzt, und das Glied „welches 


41 fin.: T x 34 

Arer, SS (n —1)2— xx 
wenn x = an — 1 genommen "pin. Man ſetze demnach 
x an 1 — , und laſſe „ eine unendlich kleine Größe 
bedeuten. Alsdann me 


Die geſuchte Summe ift = 


Dn JR = fin. CG I, Ee») SE coſ. Bee 


wo das obere Zeichen gilt, wenn n eine ungerade, und 


das untere, wenn n eine gerade Zahl iſt. Auf aͤhnliche Art 
wird 


: . n -I er 
cof.áex — cof. Um — Ba) = & ünise, 
und folglich, n mag eine gerade oder eine ungerade Zahl 
bedeuten, 
fin.$ex WE 1 
— 2 — C — 
col. v Long. Zeag 2 * * 


Dies vorausgeſetzt läßt nd bie geſuchte Ever auf diefe 
Art: 


gd CC Y EEN 
2e(an — 1 — al „(2 (zn — 1) — %) 
ausdrucken, unb ift demnach = dura pa Iſt z. B. 


n 2, fo wird | ! 
32 — A Acht 33 f „ ES ft, 
und die Nichtigkeit dui t Summe ift aus andern Gruͤn⸗ 
den bekannt. f in 
Sechs⸗ 


vide etit s 
LOIS 


ge 


Sechszehntes Capitel. 


Von der Differenziation der inerpflicablen 
Funktionen. 


b. 367. 


3 Funktionen ſollen hier ſolche Funktionen 
heißen, welche ſich weder durch beſtimmte Ausdruͤcke noch 
durch die Wurzeln der Gleichungen darſtellen laſſen, ſo 
daß ſie weder zu den algebraiſchen noch mit Gewißheit zu 
einer von den Arten der tranſcendenten Br dire gezaͤh⸗ 
let werden koͤnnen. Eine ſolche Funktion ift z. B 


t > 


welche zwar von x abhängt, aber auf keine Weiſe ent 
wickelt werden kann, wenn x keine ganze Zahl bedeutet. 
Auf aͤhnliche Art it 1. 2. 3. 4. . . x eine inexpli⸗ 
cable Funktion, weil, wenn x jede Zahl vorſtellen foll, der 
Werth derſelben weder algebraiſch noch durch irgend eine 
Art der tranſcendenten Groͤßen dargeſtellt werden kann. 
Den Begeiff von dergleichen Funktionen kann man auf die 
Reihen EN Kann nenlich die Summe der Reihe 
eb e e i 
durch keinen endlichen Ausdruck angegeben werden, ſo giebt 
dieſe Reihe eine inexplicable Funktion von x, nemlich 
$zATBTCTDT....TX 
d Gs? E | Eben 
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Eben dergleichen erhaͤlt man in den Produkten aus den 
unmittelbar auf einander — Sieg der Reihen, 
z. B. Di 21118. ] 

Be ÁBCD- . X MET 
die aber vermittelft ber Logarithmen p die wie gem 
gebracht werden koͤnnen, indem N 

PS AH EES 
iſt. i 
$ 369. 

In dem gegenwartigen Capitel wollen wir nun die 
Art, dergleichen inexplicable Funktionen zu differenziiren 
unterſuchen. Zwar ſcheint dieſer Gegenſtand in den erſten 
Theil zu gehoͤren; er mußte aber bis hieher verſchoben 
werden, weil er eine ausführlichere Kenntniß der Reihen 
vorausſetzt. Da indeß dieſe Unterſuchung noch von Nie⸗ 
mand angeſtellt iſt, ſo werden wir uns bloß auf die erſten 
Gruͤnde derſelben einlaſſen koͤnnen, doch wollen wir damit 
einige andere Unterſuchungen verbinden, welche die Diffe⸗ 
renziation der inexplicablen Funktionen nothwendig macht, 
und zugleich den Nutzen dieſer Theorie zeigen wird. 


§. 369. N 

Um alſo die inegplicablen Funktionen zu differenziiren 
muß man vor allen Dingen die Werthe aufſuchen, welche 
fie durch die Subſtitution x T » für x erhalten. Es " 
alfo : 


1137 
173 


3 A Dp : 

z ber Werth, welchen S durch die Subſtitution * „ für 
x bekommt, und 2 das Glied der Reihe, welches zu dent 
* x To gehört, Ferner mögen die Glieder, deren 
Anzeiger 
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Anzeiger x T I, x T 2, x }3.%. find, durch X^, X", XC, 
ze. und dasjenige, beffen Anzeiger x T oo ift; durch XI 
angedeutet werden. Auf ähnliche Art follen Z^, ZU, Ec. 
die Glieder, deren Anzeiger x T N f „ rz 
x. find, und 2 I 8 das Glied, welchem der Anzeiger 
x tor ee zugehoͤrt, ausdrucken. Dieſes vorausgeſetzt iit 

Si I St x U4 

S" 2 8 + x + X^" 

S^ = 8 TX TXCM Xx 

Oé 
gll e f * 1 N f N E 


Auf ähnliche Art ift, wenn z nach und nach durch die Glie⸗ 
Dur Z', Z", X. vergrößert wird 
ih 
en o mETXTZ' 
8% ses Eh zu T 20 + 2i 
cy a 80 | 
letz ze zn l'a kb Ziel: 


§. 376. 

Nun muß man die Natur der Reihe S, 97, S", 8%, 

Ac. erwägen, wenn fie ohne Ende fortgeſetzt wird. Wenn 

dieſelbe im Unendlichen mit einer grithmetiſchen Reihe zu⸗ 

ſammenfe allt; und dies findet ſtatt, wenn die Glieder X, 

X, X^, XV, ap, im Unendlichen einander gleich werden, 

fo daß die Reihe S, S^, 8”, Sri, ic. en blich gleiche Diffe⸗ 
renzen bekommt: fo Kind in bicéem Halle 

SI, gl tal, sic tib sit 


d | "al, Héi : 
in einer arithmetiſchen Brngreu on: vk da 
all ad sls tn] 
wird, 
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wird, wein td n dag ot 
Sf Fel = slool (SF gl) 
f seele \ 
ift: fo bat man 
zl! NEE ＋ ( — sel, 
Nun ift 
glo til = = gei klein ` 
alfo 
zlo! e slo] T XII. 
Hierdurch bekommt man die Gleichung 
2 ＋ 2/ T Z½% T Z½% . A 2 ss 
STX XI XP. . T Xl A Alesi 
woraus ſich der Werth von 2 beſtimmen läßt, den die 
Funktion s bekommt, wenn man darin x T » für x ſetzt. 
Es iſt nemlich 
2 8 MEAE > x4 M E T3 ohne Ende 
Z=“. ZU — X, ohne Ende. 
Wenn daher die unendlichſten Glieder der Reihe A B, C, 


D, ic. verſchwinden, fo. wird a Xl t1] =o und kann 
weggelaſſen werden. f ; 


$ 370 

Es wird alfo der Werth x durch eine neue unendliche 
Reihe ausgedruckt, welche fid) darſtellen läßt, wenn das 
allgemeine Glied der Reihe A FB T C t 2c. bekannt ift, 
um daraus die Werthe der Glieder Z^, Z^, Zl, ꝛc. zu bez 
ſtimmen. Nimmt man demnach „unendlich klein, ſo wird, 
da 2 — 8 das Differenzlal von S ijt, das Differenzial dS 
durch eine unendliche Reihe ausgedruckt. Laßt man fete 
ner dabey auch die hoͤhern Poteſtaͤten von » nicht aus der 
Gul. Diff. R. 3. Ch. od. 2. Ch. 2. Abih. o ` ` Siet 
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Acht, ſo bekommt man das vollſtändige Differenzial der 
inexplicablen Funktion 8, deſſen Beſchaffenheit deutlicher 
darzulegen die Abſicht bey folgenden Exempeln ſeyn folk, 
Erſtes Exempel. 
Vas Differenzial der inexplicablen Funktion: 
. 


Da das allgemeine Glied dieſer Reihe X = = und 
daher 
a 1 d ZE Se 
TE +1 ee frt 
I I 
ER s t , 
5 x T2 c xrıre 
1 I 
x = zu EZ — A 
E xq x 137 
ic UA 
, ält man, da XI 1 vs $24] 
ift, fo erhält man, rTwt o ift; 


wenn x= SS x geſetzt wird, x " 8, fo daß 


1 
2 SS x 
: v x Xx I GES) "es x S 3 t 
1 x : 
Xixcul ro PT. 
oder, wenn man die Glieder Paarweiſe addirt 


* 8 re rr TN T 
SEET 


ober, 
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oder, da ; 
I uri d St EI N wäi 
ITI Te. x 1 (15) (x T5 * + D^ 
T 
I Ue P OR. wä | =. 0 3 
xi2fe XT 2 (4142) 2 tar) (x T 204 
Tox 


ift, wenn man die Reihen nach den Poteftäten von e 
ordnet 


Sea $ 
1 se 
St "aros : Gr tus: Ges SC TU 
pi nci get is 


m Ge iter ei T x2 
"e oft Ee dd Gr Tic) 
I Y 
—À Mes Kë T (x-2)5 LGpD.! an m ie) 


Géi 


wird. Schreibt man alfo dx für e, fo iſt das vollſtaͤndige 
Differenzial der gegebenen Funktion 8 


d$ = 
ge (= . as i 
etos GT» ters — 
VETE Gm Ween em 1 355 sr gei) 
r TEE emet en e ergo 
Bau ccn RE ger hg 


r^ 
O 2 Zwey⸗ 
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: Zweytes Exempel. 
Das Differenzial der iner plicablen Funktion: 
D H ` ! 1 
v ol du deut. od 
7 zu finden. i 


Da das 1 Glied Det Reihe X — = ift, 


fo wird 
N I fi ` I 
Ku Zn 
2x f 1 2x T T T Ze 
** = 3 zZ es H 
P BACH SÉ 3* ＋ 3 Tae. 
i — 27 I 
Nu | zu 9 e i 
MA Et 2x T5 Tas 
Vi vk A c. 


und da die unegplichten Glieder dieſer Reihe verſchwin⸗ 
den und einander gleiche Groͤßen werden, ſo bekommt man 
für 8, wenn man x T x füt x ſetzt, 
id " 
vu imr pU 
I I I 
2x T I T. 2% 23 73729 2x73 720 
oder 


"- r 8 
eat 
nz. Gar "rosen? 


rr eee 


Loͤſet man aber die einzelnen Glieder in Reihen nach den 
Dignitäten von a auf, fo wird 
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1 f Y 
de 


$3 
EN. et (2xT3)3 tes en Te) 


I T 
" "ee Tee "Se E E» 


17 GE 


— 160 — 8 E 


c 

A ꝛc. 
und ſetzt man endlich dx Für a, fo erhält man das vollſtaͤn⸗ 
dige Differenzial ber inexplieablen Funktion S 

dS = 


1 A 
2dx SE t Gri "ren 8 


SC zen ! Ss t E: 2 


t „ 


7 1 ^ 

— 16d — f — à 
: 78 Gans Ter Tee 

N 0 
Drittes Exempel. i 

Das Differenzial der inegplicablen Funktion: 

S 
deo pu dieieri, * 
si Sus. 
Da das allgemeine Glied diefe fies E Zn fo find 


die unendlichſten Glieder verſchwindende und einander 


gleiche Groͤßen. Da alſo 
| GE Ze 
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PON DR AS EEE 
9 Se 7 T GYies 
74 dd -— I 
e "st CUT GPs rex 
Y m STD HET |? acht 3 T a 
Hu dc. 
ijt: fo wird X^— 2. 
ne n(n T T) A ES 
(x T — 20 T I Dem 
X“ — 2, 
ne n(n + De2 pain? rnt 2)«3 = 
@& kannt 20, T 6(x T a)n+3 
i x. 
2 Së Bees KH 
Be i——A H —— i) 
8 e Ganz 
SETS 
"Gres i Gars etn tanzt) 
eoe, 
PIT Giu: ope pet 


Dé 
und fest man alfo de für a, fo bekommt man das gefuchte 
Differenzial 
bn 


ndx 


7 p V eg TU 
Hebel E S 
EET ais regen t gent 


Xx. 


SE tone sued iym SEH .) 


Ferner Te 


$. 37a. 
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$. 37. 

Hieraus laſſen ſich auch die Summen jener Reihen 
interpoliren, oder die Werthe der ſummatoriſchen Glieder fin⸗ 
den, wenn die Zahl der Glieder keine ganze Zahl iſt. Denn 
ſetzt man x 2x o, fo wird auch S — o, und z druckt die 
Summe fo vieler Glieder aus, als » Einheiten enthält, 
wenn gleich e feine ganze Zahl if. Rat man 3.95. im 
erften Exempel 

gerbbbbe.o ri 
® wird 
[] 
"Gro S quie qu TI 
= 


* 0 1 4 1 5 BE zie 


.f 


1 1 
sims 
I 


tt KTA Nn. 
. P x 


T Tie 


Im dritten Exempel hingegen iſt 
SE ée Lu 
— Fat SEA Le 
und der Werth von 2 wird, „mag eine ganze Zahl oder 
ein Bruch ſeyn, durch TEE Te ME 
I 
2 unn. tust dpi) 
— 1 
2(1 17 erg: 1 en Tas en 
e 
te 
ꝛc. 


0 4 9. 373. 


2n 5 en 


Toc) 


Set 


216 Dritter Theil. Sechszehntes Capitel. - 7 


$ 373. 
Eben dieſes laͤßt fo auch auf die allgemeine Weide 
anwenden. Denn da 


3 kk & : 
Ni EEE IX 
ift, unb wenn man x T e für x febt, X in Z und Sinz 
übergeht: fo tft 
SC „dd x e3d3X 

PS Ins * 
und da auf 1 Art Z^, Sur Zut, ꝛc. durch X', X“ 
X, ꝛc. ausgedruckt werden, fo findet man 


zz XI 


— xd (X^ XT X X^ puc) 
x 
* E dX T X^ T X f X^ t 1) 


IX 4 X" N xiv ＋ ꝛc.) 
1C 8 
Iſt nun KI 1 nicht — o, fo kann man es, um das Un⸗ 
endliche wegzubringen, auf folgende Art ausdrucken: 
xietıl — =X' + (XX T (Xu X^ Uv — xe) 
T iC 


ER T 


und es iſt alſo 
D TX pe((X"—X^ T (xxr t (Xv Roy tc.) 


SC? dT d Ce * x^ fU T X' + Kr fie) 
— / u 7 Au x 

EEE XUNTA pue) 

— Sam E Tan r xv Tx 


1. 
? Se Sekt 
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Setzt man daher dx für e, fo erhält man folgendes voll⸗ 
ſtaͤndige Differenzial von S AT BTC T... TX 
dsr X'dx t ds((X/—X?) p C(X URN) 
— d.(X TX"4 X^ X^) 
Ad GER Cx T Kéi f x T X/ + 1.) 
-— ds. ( T X] N XS v.) 
ie 


§. 374. 

Setzt man x zz o, fo wird X/ = A, X^ B, ꝛc. und 
alfo X^ t X^ X + ac, eine unendliche Reihe, deren all 
gemeines Glied — X iſt. Formirt man nun Reihen aus 
dieſen allgemeinen Gl edern 

e e dex. A 

dx Zdxs 6dx3’ 24dx4? 
welche Reihen, ohne Ende fortgeſetzt, e. Summen 
haben mögen: 


D 


— Y 


fo wird, weil für x So auch 8 s ift, * die Summe der 
Reihe A T B FO TDT... 2, bis zu dem sten Gliede, 
weil Z das Glied ift, welches dem Anzeiger ⸗zugehoͤrt, 2 

mag eine ganze Sabi oder ein Bruch ſeyn. Man hat daher 
De 2 


1 


! 
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2 f ) T ( = f - ) Fc.) 
— B * C — „D — „e — x. 
wo man die erſte Reihe weglaſſen kann, wenn die Glieder 
der gegebenen Reihe endlich verſchwinden. 


$. 375. 
Schreibt man nun x für e, fo geht x in S über, fo 
daß, 
E CUT n 
s Ar 815 4 K* 
wird, und eben dieſer Werth von s laßt ſich auf folgende 
Art durch eine unendliche Reihe ausdrucken: | 
8 — Ax T x(B — A) f (C — B) t (D - ) f 1€) 
* — 6x2 — Dx. — 8x4 — at — c. 
Da dieſer Ausdruck gleich paſſend ift, x mag eine ganze 
Zahl oder ein Bruch ſeyn, ſo laſſen ſich die Differenzialien 
jeder Ordnung von S darnach ſehr leicht darſtellen. Es ift 
nemlich 
f Ot e f= 
— B — 2X — 32x? — 46x3 — x. 
dds 
dx 
d3$ 
dx 
d4S 
24dx4 


mmo C — 39x Gë — 10$x3 — xc. 
z—D—aAa4x— 108 x2 — 208x3 — 2c. 


e — D —585x-150x2 — c. 


Déi 
Da alfo das vollſtaͤndige Differenzial 
ds dds T 3d 38 T zad 48 T c. 
iſt: fo ift das vollſtaͤndige Differenzial der Funktion S 
ds = Adx f (B— A)dx t (C —B)dx T (D — C)dx T 1c. 


V. d. Differenziation der inexplicabl. Funktionen. 219 


— Bax G(2xdx T dx2)— D(3x2dx T 3xdx2- Adx 3) 
— G(4x2dx T 6x2dx2 T 4xdx3 T dx4) — x. 


$. 376. 

Auf biefe Art [afit ſich alfo. das Differenzial einer jeden 
inexplicablen Funktion S ausdrucken, wenn die unendlich⸗ 
Den Glieder der Reihe Af D Tac. entweder ver⸗ 
ſchwinden oder einander gleich werden. Denn ſind die 
unendlichſten Glieder dieſer Reihe nicht = o, ſo wird die 
Summe der Reihe B, welche aus dem allgemeinen Gliede 


dx e SS 1 
7 formirt wird, unendlich, giebt aber mit der Reihe A t 


(B — A) T (C — B) t (D. — C) T 1c. zuſammengenommen 
eine endliche Summe. Es koͤnnen aber die Glieder der 
Reihe AT B. C T D 1c. fo ins Unendliche vermehrt met: 
den, daß nicht nur die Summe der Reihe B, ſondern auch 
die der Reihe C unendlich wird, und in dieſem Falle ift es 
nicht genug, die Reihe A (B—A) T (CB) T (D—0O) ` 
+ sc hinzugefügt zu haben, ſondern es muß dann auch auf 
die unendlichſten Glieder, 

deel geän, geil x. 
deren $.370 Erwaͤhnung geſchehen iſt, da ſie in keiner arithme⸗ 
tiſchen Progreſſion mehr find, Ruͤckſicht genommen werden. 
So wie wir daher die erſten Differenzen dieſer Glieder 
gleich angenommen haben, ſo muͤſſen wir nun, um die er⸗ 
klaͤrte Methode weiter auszudehnen, erſt die zweyten, oder 
die dritten Differenzen u. ſ. f. gleich ſeyn laſſen. 


9. 377. 
Mit Beybehaltung der Schlußart, welcher wir uns 
9.369, bedient haben, wollen wir daher jetzt annehmen, 


daß 


A ` L 
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daß die ‚teten E der angeführten Werthe gleich 


ſeyen. 
gite; slo fil, global; 


Erſte Differ. lei: xleral; 
Zweyte Differ. XII — leet, 
Hiernach iſt ) 


glo z slot 


LE 


/ 


- = iiit e eei sinn 
H "ECH I.2 3 


Dir haben Semer 3 Gleichung: 
* «tz + z T 2 es 
Six T XV IN X „ XI Go 
eisen 8 H Zlefat 
und nk or man ti 
Lë es Sido X/^ -T XI n XI A ze. ohne Ende 
— Z!— ZU ZU — Z/* c. ohne Ende 


T Nes Lë : ter — letz, 


Dieſe unendlichſten Glieder oj ſich auf die Art darſtel⸗ 
lem daß i 
z=stXrxX’% NZ + Six I ic. 
yim 1 es Ge 27.— ZIEL, 
[fX fx*"try feo x 


X. 
Ts Te ni XC as. x^ 3 x] 
NK» I) V ut 4 7 
T rt e FORM x" X"tT Xv. 


í - 2X'!-— aX! — a2X'v— e. 
. » dee? + x T x^ + ue i. 
wird, 
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wird, und hieraus erhellet zugleich das Geſetz, nach wel⸗ 
chem dieſer Ausdruck eingerichtet ſeyn muß, wenn die drit⸗ 
ten, vierten und fernern Differenzen gleich werden. 


$ 378. 
Da alſo, t wie wir oben bewieſen haben, 
d x „add x 25. "»3d3X : : 
— . len . PS UIT 7 | 
ift: fo ET. wir ES bie Subſtitution der Werthe, 
welche ſich hieraus für 2% zu, Z^, xc. ergeben, für 27 
2½% Ali, x. wenn in dem Perthe von $8, xt» für x ge⸗ 
ſetzt wird, 

tT x d x 43 x té + x. 

IE 2 ic. 


e(u—1) u Hi iv - ix. 
decern f X" X t2 XV X ze 


La 2 
E 2X" AX N= v. 


s(a-—1) P 1.2 4 "m 7 7. 
1 ETT TX tvi 


2 2 8 TAN T 


—-d (X T X" T XH x r X INO 


— 2 E 1 
5 Fe.) 


| 
6434 (. f * f vi p XO XR pa) 


x. 
Setzt man alfo dx für», fo bekommt man folgenden Aus⸗ 
druck für das vollſtaͤndige Differenzial von S. - 
X" 4 X^ X T Xv Ta 
X^ rs: x“ — X- X- c. 
Ze X“. 


dS = X'dx T dx i 
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dx(1—4 
. — ` Ae, bk . X4 Xv T x. 
x [Lp 44 € 
— j Ze 2X DX U —oX'v— 1€, 


Ix 


1.2 TOX TOX" dm d 
7 x (X Zë dx) x xv ft. 
, Xue 3X'v-at, 
dx SECH dx(r—-dxY(2—dx) 
2 3 Is 2 3 
x e : Max ax me, 
H 1.2.3 X Kuh, 


ꝛc. 

— d.QTX"pX"GX"*cGXVGBGC) 

e idd.(X/ T X" TN XN XV F i.) 

— 393, (X/ T XVI X X 4 Xv bai 

— ad. (X^ p K T X f X f XV c.) 

x. : 

Dieſer Ausdruck ift von dem meiteften Umfange und giebt 
das geſuchte Differenzial, was für Differenzen auch gleich 
(eon moͤgen. Es "ft nemlich dieſe Formel darnach einge⸗ 
richtet, daß die Differenzen gleich werden, und man er⸗ 
kennt daraus bald das Geſetz ihrer Fortſetzung, wenn we 
Fortſetzung etwa nöthig ſeyn ſollte. 


4. 370. 
Wenn die Reihe A BTT D Tie, aus welcher die 
inepplicable Funktion 
d 1 2 43 X 
Ss4 A HB TCTDT....TX 
formirt wird, fo beſchaffen ift, daß ihre unendlichſten Glie⸗ 
der verſchwinden: fo ift, wie wir bereit angemerkt haben, 
d$ zz 
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ag e — d (XT N X'^ X H xv F 3€) 
— Add. (X + x^ ＋ X i XV T XV ic.) 
— zds (X PX XVI XV X FR) 
de (x. + x^ + X + XV T Xv c.) 
26 

Sind aber biefe unendlichſten Glieder nicht — o, ſondern 

ihre Differenzen, fo mnf man zu jenem Ausdrucke noch 

f A i Ko X" 34 Xv T 20. 

dx i x BECH Ze KAL EE 
addiren. GC erſt die zweyten Differenzen der 
unendlichſten Glieder der Reihe A BT CTD 36, fo 
muß man außerdem noch 

T XV cO" A X. ich 
Sen? u 
dx GR 7 1) 1 Ir ax“, - Xx ax à 
- 1 + x t X^ T X x] 
dazu ſetzen. Verſchwinden erf die dritten ! Differenzen, ſo 
muß man noch GN 
T X. I XV A Sei bi 
n —3X'/"-—-3X'v-—3X* — 2c. 
ox Zä rn 
— H — X^ T x 
und auf eben diefe Art ferner 7 Haben alſo die 
unendlichſten Glieder der Reihe A T B PC TD x, nur 
endlich verſchwindende Differenzen, fo läßt ſich hiernach 
allemal das Differenzial der aus der Reihe formirten in⸗ 
inepplicablen Funktion beftimmen, 


X 


d 380. > 

Setzt man xo, fo wird X/ & A, X. zx B, X^ C 

6, So wie daher A T BT CT D ic. eine Reihe mit 
dem 
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dem allgemeinen Gliede X ift, fo ſuche man auch aus ben 
allgemeinen Gliedern Se 
dX ddX (X 4 s 
di^ Séi (Gi aqdxa^ 
ähnliche unendliche Reihen, deren Summe durch die Buch⸗ 
ſtaben B, C, D, E, ꝛc. angezeigt werden moͤgen. Alsdann wird 
die Summe von „Gliedern der Reihe A B T C DT x. 
auf die Art ausgedruckt, daß es gleich viel iſt, „mag eine 
ganze Zahl oder einen Bruch bebeuten. „gest man x x 
" ſo daß 


n ’ 
wird, fo iſt, wenn die unendlichſten Glieder verſchwinden | 
8 = — dx — 6x — Dxs — Exa — it 
Haben hingegen dieſe unendlichften Glieder die erſten Dif⸗ 
ferenzen verſchwindend, ſo muß man noch dazu ſetzen 
f‚tererD TE Tax 
fe^ pe —A-—B-—C—D-—x 
Verschwinden erſt die zweyten Differenzen, ſo muß man 
außerdem dazu nehmen 
nr RE 
— 3B — 20 — 2D — 2E — c. - 
fATBTCTDIxJ 
fo wie man, wenn erſt die dritten Differenzen = o wer⸗ 
den, noch dazu ſetzen muß 
ve ci PtkETETGTIG 
x(x— EEN TH jp 30 30 — 38 — 35 — 1. 
A > 1 30 30 T3E T v. 


$. 381. 


x(x— 1) T. B 


KK er — A 


Hu 
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Jetzt wollen wir dieſe Methode auf die andere Gat⸗ 
tung der inerplicablen Funktionen anwenden, welche aus 
einem Produkte einiger unmittelbar auf einander folgens 
den Glieder der Reihe A T B. D F ic. beſtehen, dabey 

^ 1 2 3 MCA DUX 
Ses K. B. de E 
ſetzen, unb zuvsrderſt den Werth x ſuchen, worin s uͤber⸗ 
gebt, wenn man x „ für a ſetzt. Es foll aber auch hier 
2, wie vorhin das Glied bedeuten, deſſen Anzeiger T 
ift, fo wie X dem Anzeiger x zugehoͤrt. Um dieſen Fall 
auf den vorhergehenden zuruͤckzufuͤhren, muß man die Lo⸗ 
garithmen nehmen, wo denn 
IS— JA K In f 10 f 1b .. f I 
wird. Verſchwinden die unendlichſten Glieder dieſer Reihe, 
ſo findet man, nach der bey der erſten Gattung der inegplie 
cablen Funktion gebrauchten Methode, 
IE = 18 f IX T IX, T IX bk, 
; — 12. ECUE 16 
und hat alfo, wenn man zu den Zahlen zuruͤckgeht, 
X X! X" XV, XV 
SE SS 8 Z Zi zer be. 
Verſchwinden die Logarithmen der unendlichſten Glieder 
jener Reihe aber nicht, ſondern erſt ihre Differenzen, ſo 
muß zu der Reihe, welche wir UM LS gefunden haben, noch 


x^ 
„IXI WÄER T1 M 4 E Tc) 


hinzugeſetzt werden, und dadurch bekommt man, wenn 
man wieder die Zahlen nimmt, 


Eul. Diff. R. 3. Ch. od. a. Th. a. Abth. | P 3 zx 
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2 — 

5 Lm x’) ix wette DCH X * 
eer H dp" zu e 
Ké | 

6 
$ 382. 


Setzt man alfo x = o, in welchem Falle S = x, und 
x. = N B, Xii, S C, x. wird, fo bedeutet = ein 
, Produkt aus * Gliedern der Reihe A, B, C, D, x. Setzt 

man alſo x für e, damit x den Werth holt welchen wir 
vorhin $ gt? da fo daß 


By bito o X 
F äi C 23 


iſt, fo bekommt man für S, m nun 2 ZU, Z^ e, in 
X, X", X., zc. übergehen, für den Fall, daß die Loga⸗ 
rithmen der unendlichſten visant jener Reihe E 
den, ben Ausdruck a 

e Si B E — E 

"Son 5 PUL 2 Sie d 

Wesch ee ee erft die Differenzen » dd) 
der unendlichſten Glieder der Reihe ^, B, C, D; 15, fo 


wird 


ec. 


BX ATX CX BTX Dx CT x 

S 
Verſchwinden erſt die zweyten Differenzen jener Logarith⸗ 
men, ſo kann man hieraus ohne Muͤhe herleiten, was fuͤr 
Faktoren zu den vorhergehenden hinzugeſetzt werden muͤß⸗ 
ſen; wir verweilen aber hierdey nicht, da dieſer Fall 
ſchwerlich vorkommen wird. Den Rutzen dieſer Ausdruͤcke 
werden wir in dem folgenden Capitel bey der Interpola⸗ 
tion der Reihen zu zeigen Gelegenheit haben. 


$ zz Ax. . 16 


$. 383. 
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Wu Ser 

Da es uns hier vorzüglich um die Differenziation von 
dergleichen inexplicablen Funktionen zu vos ift: fo feo 
das Differenzial der Funktion 

SEA, B. . o x 
zu finden. Zu diefem Ende wollen wir die vorhin gefun⸗ 
dene Gleichung ` 
ig = 18 p IX T IX“ Re 
— 12, — z, 2 — it. 

zu Huͤlfe nehmen. Da 17 aus dem IX entſpringt, wen 
man x T e für x ſetzt, fo zi 


gx pi. 1 1 555 dd. It GH IX de 


und braucht man dieſe u für 12", 12^, i, *. fo 
bekommt man 


JS as 18 A l (* Ix" à IX^ IK ie.) 
i da GR- 4 x" t IX A X336) 


-— jid (Xx; t Lë Se IX“ T IX Vic.) 


x. 
Setzt man nun sz dx, fo wird 1x eis d, is, 1d 
alſo 
d$ 
= m d GN Fax T Don A Gre A CN 


— iad, (X“ T N 4 N N ac) 
— 2d3 » (x / m IX“ + IX /. t IX'v t x.) 
ꝛc. 
Dieſe Reihen gelten, wenn die Logarithmen der unend⸗ 
lichſten Glieder der Reihe A, b, C, D, ꝛc. verſchwinden;z 
Pa ver⸗ 
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verſchwinden dieſe aber nicht, ſondern erſt ihre Differenzen, 
ſo muß zu dem ee at noch 


dxlx/ d wmm 7 T 155 T1 M ji x.) 


‚ hinzugefügt werden, um das vollſtaͤndige Differenzial zu 
erhalten. 


$. 384. 

Es giebt hierzu aber noch einen andern Weg. Man 
ſetze x 2 0, in welchem Falle auch 18 o wird. Dann 
formire man Reihen, deren allgemeine Glieder 
d. K. dd. IX, d3 X 
ar 
ſind, und ſetze ihre Summen A, B, C, D, ꝛc. Schreibt 
man nun x für e, damit z — werde, fo ift 

18 2 — Bx — Cxz2 — Des — Ex — c. 
wenn die Logarithmen der unendlichften Glieder der Reihe 
A, B, C, D, x. deren allgemeines Glied X ift, verſchwin⸗ 
ben. Geſchieht dies erſt bey den Differenzen dieſer rw 
rithmen, fo ift e 


b I F 115 GE 


— dx Bee — 6x4 2c. 
Hiernach ift das Differenzial von IS 


getan PIT tig Pus 


IX; 


D 


Bax — a8 xdx 3 Dxa dx — 4€x3 dx — xc. 
und das vollftändige Differenzial 
ER B C D E 
g 7 dA T d A fif trs) 


—Sxdx—G(2xdxtdx2)—39 (3x2 dx]3xdx2 Tdx3) 
k — — 
) Den 


V. d. Differenziation der inexplicabl. Funktionen. 229 


Den Gebrauch dieſer Formeln zu zeigen mögen folgende 
Exempel hier ſtehen, welche wir auf heyde Arten behan⸗ 
deln wollen. 


" 


Erſtes Exempel. 


Das Differenzial der inexplicablen Funktion: 
I1 3*5 zo 2x — 1 
D 1 D 73 * 8 Al MA * TEE 
zu finden. 


\ 


Hier iſt vor allen Dingen zu bemerken, daß die unend⸗ 
lichſten Glieder dieſer Faktoren Einheiten werden, und 


e " e " x 2x — 1 
alſo ihre kogarithmen verſchwinden. Da alſo X =— 


ift, fo ift 


ax TI 2x b 3 ex J 5 
I — Ya — HI e. 
d ax T 2 2x T 4 3 re 
und überhaupt 
2x qT2n — 1 
Xn] — MÀ à 
UT QE Fon ^" 
Folglich | 
IXInI e lax tan — 1) —l(2x T 2n) 
2dx 2dx 
Axe mm — ͤU— 
4 (2x T 2n — 1) (2x T 20) 
4dx? 4dx2 
(lgl Si —.-——————— db — 
eor (2x T 2n — 1)2 T (ax T an) 
2,2.4dx3 2.2.4dx3 
$c —— — u 
RS (2x f 20 — 5 (ax T 2x)3 
^ 2.2.4.6dx4 242.4, 6dx4 
A, [ni 1 eege — MÀ 
de. K (ax T 2n — 1)4 D (2x T 2n)4 
LI e. 


P 3 und 
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und alfo das vollſtaͤndige Differenziat 


1 I 1 
f ; bet mn 
A ‚ R IA AS 
Lei ax T4 2x T 6 | 


ak. Gurt Es Ge ans tt 


1 


e Gt Ss E 


— Ads Sch Gt Gne Te 


I I 
a (xb T SCH 


ꝛc. 
gur man bloß das erfte Differenzial, fo ift hide. 


5 e ads " 


ami. 3 e 
namen 55 Tic.) 
welches man nach der andern ee 9. 394. auf folgende 


Art finden kann. Da N = : ift, fo iſt 
. 
dx  — 2x — 1 X 
2dx2 (2x —1)2 * 2xx 
da. IX 8 1 
eu 32x—1)5 383, 
de. 8 


und 
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und folglich 2 
ef SÉ AR Rz Tc 


2 2 2 2 
EEE Ea 2 
i RE 
SE E e ard e 
3- Woo E E 
C X 1 1 
RE 1 1 31 f AE Ae 
ee, OT 
Ca o 65 8 
EE E 
. Ds iquig ia 
$m. I Y I I 
C 
, 1. 
oder 
f uA I 1 
B el SE E Seet ge „ae u.) 
e T 20 2 t 3 4 i 5 
WC Ze 1 
X "E I 1 
$ed 1% — 5K 41 4 a 1) 
1 1 1 I 
€-s-Xa-AiL-iik-o 
ꝛc. 
Durch die Subſtitution dieſer Werthe wird 
ds 1 1 D I 
— =. -—— tt vm - Rb ss zs 
^ adx(x tur AS ) 


3 
NU EE. Y 
Titan 
? 
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E 1 1 qu 
— 2dx(I— — — — pera Pru 
en T rt 
I I I 
T E EES E 3 Ss 45 T bi —1.) 


x. 
Iſt alſo x = o, in welchem Falle IS = o und S zz 1 wird, 
fo ift dd = — 2dx12, 


Zweytes Exempel. 
Das Pifferenzial der inerplicablen Funktion: 
8 21.2.3 4x 0. 
zu finden. 


Die Glieder dieſer Reihe 1, 2, 3, 4, x. wachſen im 
Unendlichen ſo, daß die Differenzen der Logarithmen ver⸗ 
ſchwinden, indem 

10 0 le = Ir f = 
(t, Da alſo X zx und IX = Ik iſt, fo wird > 

X. e 141 
X"mxzxTa 
XV D X ＋ 3 
7c. 
dx 


dd, N 
x 


: Bou E 
n 1 t x3 
* | 2.3dx4 
d4.]X 22 ug 


16 7 GENER 
Menn 
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Wenn alſo die Logarithmen verſchwänden, fo würde ` 


dS I Ka 1 RR. 

0$ 77 mt Tre! EIER 
dx? I T 2 

Ts EB: th e s. 


dx? bi 
= aer Gigi fe M. 
iG 


ſeyn. Da aber et bie Ska n tegit = =e 
werden, fo muß dazu noch 


er hä EE A a 
Ee T 1 1 Fi RK Y4 Tx 
addirt werden. Nun iſt 


F 

E TE St? Gh Ia Ere TM. 

gno DUC MENS 

VIT x T2 EE, 4(xt2)* Tw 
| ꝛc. : 


alſo das wahre vollſtaͤndige Differenzial 
zi = = dxl(x tn 


— Adr — dxa SCH kees e T—— (130 " WA 


T Aids 0005 * men 


Gerbe E T c ne 


— Kart Sex Ge! en Tw) 
n en Ce Kar 5r S Gr 207 * "Ste bo 


dec 


NS 3 d )j di 15p dit 


sti P 3 Zë Wiz 
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Will man aber dieſes Differenzial auf die andere Art aus⸗ 
drucken, ſo hat man, da 


d. 1X dd . IX t 
xcix wu e "Tons! 


4 1 X da. IX A 1 . 
EE cu c Ta © 
" ift, folgende Reihen: 
A . 


DEE Zei Se SH 27 5 


1 


$- its 1 73135 Td x) 
EEN 
16. 

Da alfo. e ch . 384. 
15 = xa 1 15 (e PERa) 
— 01 f 2 s t 5 Tac) 
| 1 1 f 85 e o. 
E = rta 4 + o 1 " 
K’ 


ptf. ON 

i x : 
Die beyden erſten Reihen, womit x multiplicirt worden, 

haben zwar jede für ſich genommen eine unendliche Gum: 
f (ER me, 
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me, allein zufammen geben ſie eine endliche Größe. Denn 
nimmt man von jeder m Glieder, fo bekommt man 
b N ; 
Kn TE 1 — ER rn 
Nun haben wir oben $. 142. 


+73 GE EE sa Chile 


gefunden, unb für C ergiebt ſich o,5772156649015325. 
Setzt man demnach n = oo, fo wird 


PYPDRPRR.SS tle 
und es iſt daher der Werth jener beyden Reihen, wenn 
man ſie ohne Ende fortſetzt 
* ( T1) — C -—1o z-— C. 
Hieraus ergiebt fid 
I8 22.07 K 77215664901 5325 


t, e e e 


1 1 (OM 


25 
AE E EE E 


A E T 
woraus ſich ferner die Differenzialien einer jeden Ordnung 
leicht beſtimmen laſſen. Es iſt nemlich 


= E 0,5772156649015325 


8 ji 
EE EA 
LC Gë E RED 
r 1 4 f f f f 5 


KA 
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Vereinigt man aber dieſe Reihen in eine, ſo wird 


dS 
— e dx 0,5772156649015325 


8 
"xdx xdx "gd xdx 
a hg i£ 
 ushorsG o ep) iw 
Iſt daher x 2x0, fo wird 
dS 
Y dx. S47 7418664901 5325 


Aus dem erften Ausdrucke aber iſt in dieſem Falle 


5 sn Bai tu } 3 t zd) 
t Mat tad Xp 
—UABG EAGLE tx) 
| * at? $ = a ge t = ToC) 
T 
d 385. 


Da die Differenzialien, welche wir bisher ER bac 
ben, vollſtaͤndige Differenzialien find, fo laſſen ſich daraus 
auch die Differenzialien in beſondern Faͤllen herleiten. 
Wenn daher in den gegebenen Ausdruͤcken ſolche Funktio⸗ 
nen vorkommen, welche unbeſtimmt zu ſeyn ſcheinen, ders 
gleichen im vorhergehenden Capitel unterſucht worden find: 
ſo kann man die Werthe derſelben nach eben der Methode 
finden. Wir wollen auch dieſes durch einige Beyſpiele er⸗ 
laͤutern. ä 


Erſtes 
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Erſtes Exempel. 
Den Werth des Ausdrucks: 
11417114. l4 
für. den Fall zu finden, wenn x =I geſetzt wird, 
Setzt man 
1 1111 4 e 
fo ift nach $. 372. | 


1 - MEA — 
8 * ＋ 22 f 1 2 DU) 


[5 ln 


1 
— x2 — 
R 2 (1 Ts 


"B 


I e 
Lë? foc) 


n "8 


1 1 
SSC * 4 PUO 


w 
* 


Da aber auch , 
1 1 N 
S = LI T — T — FT — 1 
2 3 4 
—— MW ...e. 
ITX 27x 31x ATtx 5Tx, 


Mt, fo erhält man, wenn man jedes Glied der obern Reihe 
mit dem vorhergehenden der unteru verbindet, 


Xũx — 1 X — 1 2 — 1 
S 21 — — x 
e | Gute 


und dieſer Ausdruck ift bequemer, wenn x = r geſetzt wer⸗ 
den ſoll. Es fep alfo x= 1 e, fo wird 
IT lt — ia 
202 T 33t*9 date) 
oder 


H 
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iE 
S=ıt "Gd GÄER SE 
I 3 SS 
55 ee. 


E f 
ee =, Tes Së ides GE F Des 
N. 8 N. 
und es geht alſo der ganze Ausdruck, wenn man x — t 
T» annimmt, in 


Te 


14 Bo — Ces f Dos 1 ck 
„(I ai ` 7 (250 
oder 


* sino + 29862 Bai — 1, EA Ge — G» —t, 
sii felt fäi ` ^ — Q teta) 
über. Nimmt man daher ⸗ 2 o, fo wird ber Werth des 
gegebenen Ausdrucks für = Fall xc S 


1 45 3 GE, 
und folglich da dieſe Reihe = Ze ift, = 
Zweytes Exempel. 
Den Werth des Ausdrucks: 
er- DE EE Ei) 


ax — xx " TX 
Dë  6(x—1) ^o x(x— US 


für den Sall zu finden, wenn x c x geſetzt wird. 
Es ſey 
1 
1121411 8, und x 2 1T = 


fo wird, wie wir vorhin gefunden haben, 
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s r B. = Ce A Des ke 


ſo daß 

x I fi: 367 1 . : 
5 * ee 
ET nc ^34 d X. (e mm 
E23 nw ue SE 


uc D D „ HL Er: 10 
LE de 8 5 e 
2% 
ift. n man daher x ez 1 Fo, ſo bent der . 
Ausdruck die orm 
Im (t —  (rtaeXt Leer: Tis 
m 3 + — ę— — iamiam 
we (I tele 
und bringt man "- auf einerley Nenner Wei T9 
fo erhält man 
1. 2 503 B. (I A 20 ov) 
— 1 — Bu d Cu2 S23 — 2. — 2 B. d C — 10. 


92 (I T ai 
oder 
22 Lu Cea T Bai — 2655 — Des — x. 
, e(x 7») 


Wenn alfo nunmehr e = o angenommen wird, fo ergiebt 


fid r£ C. Es ift folglich der Werth des gegebenen Aus⸗ 
drucks fuͤr den er x D t IC, oder 
1 1 I. 
Sib e E E 

Da aber die Sa diefer Reihe weder durch die Loga⸗ 

rithmen noch durch den Umfang des Kreiſes dargeſtellt 

worden kann, ſo laͤßt ſich auch der geſuchte Werth bloß auf 

dieſe Art durch endliche Größen ausdrucken. Aus diefen . 

beyden Beyſpielen erhellet übrigens der Nutzen, welchen 
die 
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die Lehre von den inepplicablen Funktionen in der — : 
der Reihen haben kann, FC Ind 


ter haben wir angenommen, daß bie unendlich⸗ 
ſten Glieder der Reihe A; B, C, D, E, ꝛc. o fm. oder 
doch endlich verſchwindende Differenzen haben, und es fins 
det daher die erklaͤrte Methode nicht ſtatt, wenn bet: Des 
dingungen mangeln. Wir wollen daher noch eine andere, 
von dieſen Bedingungen unabhängige, Methode hinzufuͤ⸗ 
gen, welche die allgemeine Summirung der Reihen aus 


dem allgemeinen Gliede, die oben ausfuͤhrlich erflärt wor⸗ 


den iſt, in die Hand giebt. Bedeuten demnach A, B, C, 
D, E, xc. die Bernouilliſchen Zahlen, (5. 112.) und ift die 
gegebene inexplicable Funktion 
a EN TEEN 
Ss ATBTC TDA. "m rx Kran, e 
fo laßt ſich daraus, daß nach . 130. 
A dX Bad sx Cds x 
5 2dx2 - 142. 3,4dx3 Taz 6dx* 
— ax 


ift, das Sbiffeenjal der Funktion s leicht darſtellen. Es 
iſt nemlich 


Addx mdex —  .. Gdex 
77 kee 
— 16 
& 387. 


Iſt aber eine arithmetiſche Progreſſion mit einer geo⸗ 
metriſchen verbunden, in welchem Falle die unendlichſten 
Glieder nie beſtaͤndige Differenzen bekommen, und alſo die 
erſte Methode gar keine Anwendung zulaͤßt: fo gewährt 

die 


x 
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die $. 174. 'erflärte Methode Vortheil. Iſt nemlich die 
Funktion 
Sz Ap Bp? T Cps T Dpa T... T Xp* 
gegeben, fo ſuche man die Werthe der Buchſtaben 4, 8, v, 
3, 1. , fo daß 
er est Leni gu + yu3 + Dua f uf Tac. 
fep. Hat man dieſelben gefunden, wie wir fie F. 170. mite 
getheilt SÉ fo ift 
— p - a Ad — vd3X 
p (X lI— dx2 dx3 t x.) 
N © C 
oder einer deſtaͤndigen Größe, welche die Summe o 
giebt, wenn x o geſetzt wird, oder irgend einem andern 


Falle ein Genuͤge thut. Nimmt man nun das Differenzial, 
fo fällt dieſe beſtaͤndige Größe weg, und es wird 


p — BdaX ` "yd3X 
dS -— xo .p*dxlp(X "m T—— ran SC T3.) 
s aat , sddX ed3X  yd4X 
Ve a wor LN ad 
oder 
d$ £3 


= Eé ee DX Gp 6) Ae Ste) 
und dieſes iſt das geſuchte Differenzial der Funktion 8. 


$. 388. 

Iſt die gegebene inexplicable Funktion ein Produkt, 
ſo kann man das Differenzial derſelben, die Logarithmen 
der unendlichſten Glieder moͤgen beſtaͤndige Differenzen 
haben oder nicht, allemal nach dieſer Methode finden. Es 
ſey nemlich 
` (Gul, Diff. R. 3. Th. od. 2. Th. a. Abth. Q 8 1 


/ 
/ 
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„ P EE x 
SA BCHDR I. X 
Da hieraus 
18 1A IB T 1e T1D T. . IX 
fließt, fo wird, wenn man die Bernouilliſchen Zahlen 
braucht, 
SIX $d3.1X 
IS = fdxIX Tf 41X 1 — r = WER ka, 
unb e Ausdruck giebt, wenn man ihn differenztirt, 
Add. 1X Bad a. IX 
T S dét pH. ui SE E Ar! 
GdëIg Da 8. x 
Leer e Er A 
Sft daher X e x, oder + 
EL UN derer er WR ÉL E 


fo wird 
ds dx Adx Bax GCdx 
g db E 4x4 Bees 60 


und diefe Formel wird, wenn x eine febr große Zahl ift, 
mit mehrerer Bequemlichkeit gebraucht, als diejenigen, 
welche wir vorher gefunden haben. 


* 


Sieben⸗ 


Siebenzehntes | Capitel. 


Von der Interpolation der Reihen. 


$. 389. 


Mean ſagt, eine Reihe werde interpolirt, wenn die Glie⸗ 
der derſelben angegeben werden, die zu gebrochenen oder 
auch ſelbſt zu irrationalen Anzeigern gehoͤren. Iſt daher das 
allgemeine Glied bekannt, ſo hat die Interpolation keine 
Schwierigkeit, da dieſes allgemeine Glied bey der Subſti⸗ 
tution jeder Zahl fuͤr * das zugehörige Glied giebt. Iſt 
aber eine Reihe ſo beſchaffen, daß ſich das allgemeine Glied 
derſelben auf keine Weiſe darſtellen läßt, fo iſt dieſe Inter⸗ 
polation meiſt mit vieler Schwierigkeit verknuͤpft, und 
groͤßtentheils laſſen ſich die Glieder, die zu den nicht gan⸗ 
zen Anzeigern gehören, bloß durch unendliche Reihen ans 
geben. Da wir alſo in dem vorhergehenden Capitel die 
Werthe von ſolchen Ausdrucken, die ſich nicht auf bie ges 
woͤhnliche Art endlich darſtellen Jaen, für jede zugehörige 
Anzeiger beſtimmt haben: ſo iſt dadurch der Weg zur voll⸗ 
ſtaͤndigen Betrachtung der Interpolation gebahnt. 
L 
$. 390. 
Es ſey 
F E et 
dE Bh OH Due ee EX 

eine Reihe, deren allgemeines Glied x man kenne, dat 

Q 2 fume 
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ſummatoriſche Glied 8 aber unbekannt ſey. Man formire 
daraus eine Reihe, die zum allgemeinen Gliede das Dm: 
matoriſche Glied jener Reihe habe, ſo iſt dieſe neue Reihe 


1 2 D J 
A; (A38); (bro); (ABT CD); (ATPIGED4E); 
: 16; 
unb das allgemeine ober dem Anzeiger x zugehörige Glied 
dieſer Reihe ijt 
r rr. 

Da dieſes allgemeine Glied nicht entwickelt bekannt iſt, ſo 
ift die Interpolation der neuen Reihe, wozu es gehört, 
den vorhin erwaͤhnten Schwierigkeiten unterworfen. Man 
muß alfo, um dieſelbe zu bewerkſtelligen, die Werthe von S 
aufſuchen, welche durch die Subſtitution irgend einer nicht 
ganzen Zahl von x entſtehen. Denn wäre x eine ganze 
Zahl, fo wuͤrde man den erforderlichen Werth von S ohne 
Muͤhe, nemlich durch die Addition ſo vieler Glieder der 
Reihe A T BTC TD FT. finden, als x Einheiten ent: 
hielte. 


$. 391. 

Damit wir alfo dasjenige, was im vorhergehenden Gaz 

pitel gelehret worden iſt, anwenden koͤnnen, wollen wir 
annehmen, x fen eine ganze Zahl, und alfo der zugehörige 
Werth S SAT BTC TOT... + bekannt, und den 
Werth 2 ſuchen, in welchen S übergeht, wenn man x = 
für x fegt, ſo daß ⸗ jeden Bruch bedeutet. Alsdann iſt x das 
Glied der gegebenen zu interpolirenden Reihe, welches zu 
dem Anzeiger x s gehört, und alſo die Interpolation 
der gedachten Reihe leicht. Es ſey 2 das Glied der 
Reihe A. 8, C, D, E, ꝛc. welches dem Anzeiger x Fo zuge⸗ 
I und Z^, zu, 2½, 1. diejenigen, deren Anzeiger 


* ＋ 
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x T TI; XT 2; XT 33 ic. find Auch wollen 
wir zuvoͤrderſt annehmen, daß die unendlichſten Glieder 
der Reihe A, P, C, D, ꝛc. verſchwinden. Dies vorausge⸗ 
ſetzt, ſo wird die Reihe , | 


I 2 d 
A; (AT B); (Ab t6) (A T5 1642) de. 
deren dem Anzeiger zugehoͤriges Glied ’ 
N tend u 
iſt, interpolirt, wenn man das Glied x ſucht, deſſen Anzei⸗ 
ger x T » ift. Nun iſt aber nach dem vorhergehenden Ca⸗ 
pitel 
T Kai Se x^ + x T x“ T ic. 
2 — 2 2“, — ZÄIT — SITTI X, 
und ſo hat man eine unendliche Reihe, die dem gus 
teu Gliede x gleich ift, und ba 
: X ad dx 3 dN 
I dx | 1.2.3dx3 
auch auf fade E gebracht werden kann: 


2 2 8 — — d. (XC XA X Y X^ 36) 


Tas 


T N * T x T xun t x.) 


5: (X^ t X^ 2 5 N. + gs T DN 


ꝛc. 
Von dieſen beyden Formeln kann man allemal diejenige - 
nehmen, welche die bequemſte ſcheint. 


$. 392. 
Statt der Reihe * B, C, D, ıc. wollen wir die harmo⸗ 
niſche Reihe 
ER d. 
aA 
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1 1 1 
55 
nehmen, deren allgemeines oder x zugehörige Glied 

1 2 e io Soi 
"EY ue X iſt. Hieraus fen bie Reihe 
: 2 3 4 


I Y I 
LP c chi E ES Ee de 


a fab“ 4 a fia a ab tin za 
i. 


formirt, deren zu dem Anzeiger x — Glied alſo 

1 1 1 1 
m 2 Kerb Eeer Best a (* Db 
ift. Bedeutet daher Z das Glied dieſer Reihe, welches zu 


; j I 
dem Anzeiger x te gehoͤrt, fo ift wegen 2 — Ira 
x Eee 25 — | 
TR a T bx T be 
J I 4 I 
—€—À "den C CCETEPE 1 
I 
444 SEHR D ALL — 
x = ori € N T be 


ꝛc. x 

und hieraus ergiebt ſich 

SER 4 Y ^ I 

a T bx a F br bx a T 2b T bx 
Tx 


z=ST 


1 1 1 
arb be ajhibxibe a[lab]bx]be 
i — x. 
Der «di Ausdruck aber hat folgende Form 
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pe 7 E, Y x 
Z 8 b (Abr t -— T PE Fabfbx)z ToO 
cen cn st Abb) es 77 EE Ta) 

> t b3» tat t GR. t chis + 26.) 


X. 


Erſtes Exempel. 
Rs 2 die Reihe: 


n a — (1 111 03 amm ꝛc. 
gegeben; man ſoll die Glieder finden, deren Anzeiger 
Bruͤche ſind. 


Hier ifta = unb b zr. Setzt man demnach das 
Glied, welches dem Anzeiger x zugehoͤrt, 
EX 
$ziltilil e rs ur. 
und dasjenige, deſſen Anzeiger der Bruch x T o if,=z, 
ſo iſt 
2 1 
Ke t 27x XS a tx 
Be EIGM e 
ëss ` Sala fx zer C 
Hat man indeß das Glied gefunden, welches bem gebroche⸗ 


t ri. 


SE 


nen Anzeiger e zugehört, und welches wir = T annehmen 


wollen: fo läßt ſich daraus das dem Anzeiger x „ zuge⸗ 
hoͤrige Glied leicht finden. Denn bedeuten T*, T^, 7%, ꝛc. 

die Glieder, deren Anzeiger 11% 2 , 3 T o, ꝛc. find: 
ſo iſt i 


24 T 
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1 
== 
r. r to 
44 * EA 
: riet 
Tun es T e — + L — 


16. 


und man hat alfo nur nöthig die Glieder zu ſuchen, welche 
zu ben Anzeigern », die kleiner als eins find, gehören. Zu 
dem Ende ſetze man x 2 o, wo denn zugleich 8 = o wird, 
und das Glied der Reihe T, welches dem gebrochenen An⸗ 
zeiger a zugehoͤrt, wird fid) auf folgende Art ausdrucken 
laſſen: 


LENTES 


r PY 44.7755 
Verwandelt man dieſe Bruͤche in unendliche Reihen, ſo be⸗ 
kommt man den andern Ausdruck: 

ES 1 


Tz TIT T t 57 kae.) 
f r 0 
Fier n 
r iz ti 


2c. 


die ſehr Breng ift, um ben Werth von T ETATS idi dert 
darzuſtellen. 


Man 
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Man ſuche demnach das Glied der gegebenen Reihe, 
welches dem Anzeiger 2 zugehoͤrt. Setzt man daſſelbe cT, 
fo wird 

T es $ Tw 

oder 
1 2 111 0 
Der Werth dieſer Reihe ift 22 — ala; fo daß ſich das 
zu dem Anzeiger & gehoͤrige Glied endlich ausdrucken läßt; 
und es ſind folglich die Glieder, welche den ra & 
3, 8, L0. zugehoͤren, folgende: 
Anzeiger 2 à 43 E 
Glieder 2-212; 212—212; 2111$—212; 2121212—212; 
de. 


Zweytes Exempel. 
e = 


I 2 A 
1 A Y; art 49; 1111 He. 
gegeben; man foll die Glieder finden, deren Anzeiger qe 
brochene Fahlen ſind. 


Hier ift a — 1; b — 2, und ſetzt man afe na bun 
Anzeiger x zugehorige Glied 
1 


8 IT E UE dp gem 


fo wie dasjenige, en zu dem SACHE x To gehört 


e zx: fo ift 
2828 1 + + ; XE S tus 


7 at 
I I 

c Hc eid repe 

Da man nun bloß die Glieder zu finden braucht, deren 

Anzeiger kleiner als eins find, fo ſey x zo und 8 So. 


Q 5 Als⸗ 
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Alsdann ift, wenn man das dem Anzeiger » e 

Glied T nennt, 
: I I X 

T= 1 f 3 143 kd 7 T - Ze, 

eer 

"(ze 372% 577 7129 giae 

und wenn »in der Bedeutung einer jeden Zahl genommen 

wird, fo ift T, als das dem Anzeiger „zugehoͤrige Glied, 


das allgemeine Glied der gegebenen Reihe, und * ſich 
auch auf ene, Art — i 


ic. 


2a Ze 
To gëf 3555 s5fa)  Wrfas 
Tc. 
pber aud) fo: 


1 tz das 1419 


52 
= 420 f 3 1 F f 5 t ein 
A STEE EE Sai 

- Y 
16.4% f 5% f 55 f fi f 55 Ta 


: SI? 
Nimmt man e = an, fo wird das Glied, welches zu die⸗ 
ſem Anzeiger gehört, 
r 11-1 
: unb man hat babet 
Anzeiger: x à (à i 
Glieder: 12; f fz; 14 1h; Jiri rz e. 
az, fo wird 


Tsırr tft. 
"him horn 


Von ber Interpolation der Reihen. 25x. 
oder 


r 1 1 et 
> N 


$. 393. 

Wenn gé das Glied der allgemeinen Reihe: 
1 U 
tt 
welches v Anzeiger 3 odiis „gefunden werden foli, 
ſo ſetze man in den Ausdrücken des vorhergehenden . x zo 
und „=. Hiedurch wird S = o, und das dem Anzeiger 
3 zugehörige Glied wird 
1 S : 
415 n f- m 
zn p 
oder, wenn man die Glieder auf eine gleichfoͤrmige Art bate 
ſtellen will, 
1 


1 SS? 

2 Eur 
Da die Glieder diefer Reihe abwechſelnde Zeichen haben, 
fo läßt Ge der Werth von 32 nach der oben erklaͤrten Me⸗ 
thode der Differenzen durch eine mehr eonvergirende Reihe 
ausdrucken. Es ift nemlich die Reihe der Differenzen: 


— AE 


- L b LA 
2 a TE) Tes 2b) TDC 35) 


abb abb 
aa(2a] ba f 25)! 5 3b)’ 5 
6b3 
PICTDICTESCTED MM 
TL 16s 
Hieraus laͤßt ſich 
) 2 


252 Dritter Theil. Siebenzehntes Capitel. 


* 1. b 1. 2 bb 
e 16a(2a + 50 4 T ab) 


1 * 3b3 
: 32a(2a T b)(2a T 2b)(2a (2a T 3b) 3b) 
folgern, und man hat affo : 
I #b 1.2bb 
T0 AGE ara 
Z. Z. ib? 
NCL 
Dieſe Reihe convergirt ſehr ftacf, und giebt den Werth des 
Gliedes 2 Naͤherungsweiſe ohne viele Mühe, 


Toc 


$. 394. 

Verſchwinden überhaupt die unendlichſten Glieder der 
Reihe A, B, C, D, E, ꝛc., und ijt das dem Anzeiger ⸗zuge⸗ 
hoͤrige Glied = 2: fo nenne man die folgenden Glieder, 
deren Anzeiger o 1, „ 2, „ 3, ꝛc. find, Z', Z^, Z^, 
Z/v,x. Setzt man alsdann in den A, PAPE Li 

meln x o, fo daß 8 — o, X^ — A, X^ — B, XU 
yc. wird: fo ift, wenn man die Reihe 


1 2 3 4 

A, (A T B) (A TBT C), (ATBTCTtTD) ꝛc. 
formirt, und das dem Anzeiger zugehörige Glied — x 
feet, 
2 — (A z^) f (B 3 Z^ + (c —— wd: + (p Zu g^ 

Tau 

und aus dieſem Ausdrucke laſſen fid) alle Zwiſchenglieder 
finden. Es reicht aber zur Interpolation hin, die Glieder 
zu haben, die den Anzeigern e, welche kleiner als eins find, 
zugehoͤren. Iſt nemlich das Glied x, welches einem ſol⸗ 


chen Anzeiger e zugehoͤrt, gefunden, und werden diejeni⸗ 
gen, 
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gen, deren Anzeiger o kt „ 2, „ 3, ꝛc. find, z/, 2", 
2’, yc, genennt, fo ift. 
z SD 2 N22. 
$' cz e ZS 
St . 2 "T 2. + 27 + zu 
Fe, 


Erſtes Exempel. 
Die Reihe: 


SEN ar 44121 $T; ie 
zu interpoliren. 
Es fep 2 das Glied dieſer Reihe, welches dem Anzei⸗ 
ger » zugehoͤrt: fo ift, da die Reihe aus folgender 
14215 fre fir Fe. 
durchs Summiren formirt worden, und das e zugehörige 


Glied dieſer Reihe = = ift, 


1 1 4 
"d, it v I 1 : 


aha Tote CT Gies " 
Soll alfo das Glied der gegebenen Reihe gefucht werden, 
deſſen Anzeiger = & ift, fo muß man e = nehmen. ES 
durch befommt man 
eng A EE 
oder 
* 44 ée — * T — 51% 


Da alſo 1471 f. E iſt, ſo hat man 


r a 
* * 4 — 140 4 — Ze 


und 
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und dies ift das Glied, welches zu dem Anzeiger $ gehört, 
Es gehoͤren demnach zu den 
Anzeigern 2 E i ꝛc. 
die Glieder 4— **; -a; t- zee. 


Zweytes Exempel. 
Die Reihe: 
VES | 3 4 
1; (1 ; (r 5 T 20 (ST N h r. 
zu interpoliren. : 
Es ſey x das Glied, welches dem allgemeinen Anzeis 
ger » zugehoͤrt. a Da die Reihe aus folgender 
ITI TATA TAT. 
WE und das dem Anzeiger a zugehörige Glied Z = 
85 iſt: ſo wird 
1 — 1 
rn: iim (20 T 322" " b Yos 


16. 


KA 


und man bot daher 
1 1 

sa 1 [| Il 1 x oup 

REUS Ee — ie 

(ıt20)2 ^ (31292 n^n D - 

Setzt man » — 5, um das Glied, welches dem Anzeiger $ 

zugehoͤrt, zu bekommen, fo wird dieſes Glied 

set 143 i f . m 


und dadurch laſſen ſich die zwiſchen jede zwey Glieder der 
gegebenen Reihe fallende Mittelglieder auf folgende Art 


ausdrucken: 
Anzei⸗ 
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Anzeiger à D H 


r er „ se c 
; ieder 5 S 1 A 
: Glie 12 317 itis iu Tf l. 


Drittes Exempel, 
Die Reihe: 
EE D TEE 4 
Bee EE E EN 
3; at G PC Sali Käsch 3h29 fh 
zu interpoliren. d 
Es fen wie vorhin x das dem Anzeiger » zugehörige 
Glied, fo ift 


Eq I X I 
— — —— ÉI 11 Wr (d, — 
wert 2 ̃ T * ee wert 
: d ! N = ꝛc. 
und daher a " 
; 1 1 * 
* 8 1 f 75 + 35 T 4* éi 


I I I I 
Lud ee ee e ee Ze el 
Tate Qro Gton Die 

Will man demnach das Glied haben, welches dem Anzei⸗ 

ger & zugehoͤrt, fo ift daſſelbe 


2 I 22 , T 2 
tre eege P Lë 
oder 


as ga „5 85 
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fo iſt das dem Anzeiger & zugehörige Glied = an(x — N), 
und es gehoͤren alſo zu den 

Anzeigern 2 2 2 

die Glieder 2n—2731 ; iR ; 22 = 1 = —Agt 


bé 


Viertes Exempel. 
Die Reihe: 
3 4 
EE 
zu interpoliren. 
Es fep z das Glied, cet pu allgemeinen Anzei⸗ 


ger „ zugehoͤrt. Da 2 iſt, ſo wird 


Ge E 


ENS AC H di ege 3 ut EB vi 
d m (20 T Du 2 2 3) GE Geha 
und 
; E - 1 2 1 / 
xc ood T 35 t SI i 7a Im f 
1 n 1 
Tn (3 T ` (ehäeh (ache 
Setzt man ⸗ =, fo bekommt man das Glied, welches 
dem Anzeiger 4 an 


c. 


1 1 
miei 4 EE 


ei dadurch werdet e zwiſchen jede zwey Glieder der ge⸗ 
gebenen Reihe fallende Mittelglieder fofgenbet ` 
Anzeiger A 4 i 
( Ke DE E RER 
Glieder Rz zc GA * + N 20 


$. 398. 
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9. 3095. 

Nun wollen wir annehmen, daß die unendlichſten 
Glieder der Reihe A, B, C, D, ı., durch deren Summation 
man die zu interpolirende Reihe findet, nicht verſchwin⸗ 
den, fonbern fo beſchaffen ſeyen, daß ihre Differenzen So 
werden. Dabey ſoll X das Glied dieſer Reihe ſeyn, wel⸗ 
ches dem Anzeiger x, fo wie 2 dasjenige, welches dem Ans 
zeiger x To zugehoͤrt, und X, X/^, XU. ac. die auf X , ſo 
wie Z/, Z^', Sri, 26, die auf Z folgenden Glieder bedeuten. 
Dies vorausgeſetzt ſey die zu interpolirende Reihe: 


I REMOTE 4 Ber inu 
A; (AT B; (A TB TO (ATBTCTD); x. 
dabey S = bem zu dem Anzeiger x, und z = den zu dem 
Anzeiger x T gehörigen‘ Gliede; ſo iſt nach dem vorher⸗ 
gehenden Capitel 
zept N XA Son a. 
incl] reg! Er Zt — zu pu x. 
ft E GN 25 f X^" T 2c. 
Li 
1. 4 — phis. 
Da es inbef VE Ss die Glieder gefunden zu 
haben, welche den Anzeigern zugehören, die kleiner als 
eins ſind: ſo ſey x g, wodurch S o, X/ A, . 
wird. Alsdann iſt das Que, cd bem Hugo » 
zugehoͤrt, 
EE rt, 
«ht «(B — A) (6 —B) t(D—6) t (E—- D) 1o). 
Bezeichnet man die Differenzen auf die bekannte Art, fo 
daß man A=B— A; AB — C b, ꝛc. nimmt: fo ber 
kommt Do pen Werth von z in folgendem Ausdrucke: 
* =( C- - gr 1 (D—z^)t&. 
TAT AA T AB T Ae TAD T ic) 
ul. Diff. N. 3. Ch. od. a. Th, a. Abt. R $. 395. 
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§. 396. 
Findet aber der Fall ſtatt, daß weder die unendlichſten 
Glieder der Reihe A, B, C, D, ꝛc, durch deren Summab ion 
man die zu interpolirende Reihe erhält, noch auch ihre 
erſten Differenzen verſchwinden: ſo muͤſſen dem Ausdrucke 
fuͤr z noch mehr Reihen zugefuͤgt werden, ſo viel nemlich, 
bis man zu verſchwindenden Differenzen gelangt. Es ſey 
nemlich wieder wie vorhin das dem Anzeiger x zugehörige 
Glied = X, und die darauf folgenden X/ X", X, x. fo 
wie das dem Anzeiger * zugehoͤrige = 2, und die bate 
auf Penn ZU, d. x. Ferner A bie Reihe 


Ai TB ETH Ai C TD); x. 
zu interpoliren gegeben; das zu dem Anzeiger x gehörige 
Glied derſelben ; 


SSAÄFBICHDT SEX 
und dasjenige, welches dem uge x To gehört, = 2, 


fo daß "i2. 
ben biefe Glieder 


ge zukommen 
Rx T + 1] $0242 
x Wer» Ze ZU 
ZE? o 
x. ic. 
Druckt man bey dieſen Vorausſetzungen die Differenzen 
auf die Art aus, daß man 
ANY X^. —X'; Ale MXN; AX Eine, 
AX! S AN“, — AX“; AAX" c» AX" — Ax“; 
a ANV! — AX" — AN; e, 
A3X' zz AX — A2X'5 AX zu AR — ARK; 
a x A2 X/v — AE x 


feßt: 
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ſetzt: fo läßt (id nach $. 327. das Glied x auf folgende Art 
darſtellen: 

2 28 E T Kai + x“ + x + xen + 2c. 

— 2 II — 2%, — 201i. x. 

T X' 4 AN, f AX" T ax Tic) 


T ex, e e 


Eeer) SrErtaner ën? 
e 36; N 
A 397. 

Es ift, wie wir bereits angemerkt haben, genug, wenn 
man in der Fortſetzung Dieter Reihe ſo weit fortgeht, bis 
man zu verſchwindenden Differenzen gelangt. Wollte man 
dieſelbe ins Unendliche, oder wenigſtens ſo weit fortſetzen, 
bis die Differenzen der endlichen Glieder * ſo 
wuͤrde fíc, ba 

»(o—T)(#—2) 


NX TAX“ c e aaa e De Pase, 


ift, der ganze ER in folgenden zuſammenziehen laſſen: 
2 STX! — — ax! T D XR 105 
23 

Dieſer Ausdruck Ge zugleich das ſummatoriſche Glied 
der Reihe ATBFCTD re.; aber wenn dieſes bekannt 
wäre, fo hätte die Interpolation keine Schwierigkeit. 
Man kann indeß auch dieſe Formel brauchen, die, wenn 
ſie irgendwo abbricht, das einzuſchaltende Glied in einem 
endlichen und algebraiſchen Ausdrucke giebt; iſt dies nicht, 
fo verdient die andere, tocben auf die unendlichſten Gite: 
der Glieder Ruͤckſicht genommen wurde, den Vorzug. 
R 2 Setzt 
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Setzt man x Do, fo daß 2 das Glied bedeutet, welches 
dem Anzeiger a zugehört, fo wird darnach, da 8 So iſt, 
= — FAN Bé HD Jes 
wiss 2˙ —Z' ZUZZUN AE, 
T «(A T A T AS, Ae + AD Fre.) 
+ —.— ran TARATAZDTAZC LN. 2D T3.) 
—1 
N re ccs 255 ds ASAFASBFASCHASD rt.) 


SE 
7c. 


oder, wenn man der Kuͤrze wegen 


x 
BE SES We N 

C AT E E viresque ect ERST 
ſetzt, 


Z — aA T BAA T yA2A . A Se 16:32 

f A h T ea T A T 1G — 2“ 36 

＋ B Ta T ea has ac. e Ali dc. iz? 

FC TAC T a3 T 3 T ze. — . x. 

ZE 

Die Anzahl der horizontal fortlaufenden Reihen iſt unend⸗ 
lich, aber eine jede von ihnen beſteht aus einer endlichen 
Menge von Gliedern. 


Exempel. 
= Reihe: 
1 12 
ho K Gtz +9; gringen 


| zu interpoliren. 

Es ſey 2 das Glied dieſer Reihe, RAR dem Anzei⸗ 
ger o zugehoͤrt. Da die Reihe aus der Summation der 
Reihe 2, 2 2, 4, 1c. entſpringt, fo ift Z — $a und da 
die 
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die unendlichſten Glieder derſelben ſchon verſchwindende 
erſte Differenzen haben, ſo brauchen auch bloß die erſten 
Differenzen genommen zu werden. Nun iſt 

i 1 bei El DES. 
und alfo 


* 7 E 1 
AA = AB = —-; AO = z; X. 
2.3 3.4 475 


Folglich hat man 


* do dir 
5 2 pe 4 8 iw 
5 e ai e T Eee dh j 
WS" EE EE p. 8 
td. (t2 Cin (TO X 

ra «t3; sii si? 

uoc oi CH 

oder, da eher zx wt 

I 2 3 4 
2 = T * :j 5 T a ET 


_„etnD QGt2 (t2 (CT Ss 

„ «T3 44 x acid 

Sucht man demnach das Glied, welches dem Anzeiger z 
zugehoͤrt, ſo iſt daſſelbe i 


y - 
agni d: 3.2 55,3 Tor EA 
YIlÍl— — — — Goo — — — ——— si DE, 
213 9713 TU. 975 11 
oder 
3 1 1 1 1 1 
1 - — — — — — — — : 0. 
A eee E E WE 71, 6:13 
und alſo 3v 
ant UE. 4 Tru) i6 
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öder 
1 1 1 1 1 
2 —————— — — — — — — 
BEE 4 6 8 Io 12 * 
I I I I I 
e eg te 
I I I I I 
&alffor—— T ——— T1——— AR 
Se fo 243 S TOU gir 12 ift, 
(o iſt 


12 
dei Prey. 


— "d 
= 212 —- . 
zc — 6. 


$. 371. 
Um nun zu der Interpolation der Reihen fortzugehen, 
deren Glieder Produkte aus Faktoren ſind, ſo ſey die all⸗ 
gemeine Reihe 


1 2 3 4. 5 
A; AD; ABC; ABCD; ABECDE; zc. 
gegeben, deren dem Anzeiger » zugehöriges Glied wir wies 
der = 2 ſetzen wollen. Alsdann iſt IS das dem Anzeiger e 
zugehoͤrige Glied in dieſer Reihe g 


1A; da 3: 18); (IA ＋ i ki: (IA T 15 f. le T 10); xc. 

Nimmt man alfo an, daß die unendlichften Glieder Diefet 

Reihe verſchwinden, und fett man dabey das zu dem Anz 

zeiger » gehörige Glied 2, fo wie die darauf folgenden zu 

den Anzeigern 1; „23 T 35 20. gehörigen Glieder 

2% Z'!, zZ, xc. fo ift nach dem Obigen 

Am T BOT 10 ff w Fi 

pu 127 — 12“ — ]1Z^^ — LLLI ER N. | 
und 


12 
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und geht man hiervon zu den Zahlen zurück, fo wird 
5 Bc. D 


$. 399. 


Verſchwinden aber die Logarithmen der ugendll den 
Glieder nicht, ſondern erſt ihre Differenzen, fo ift, wie wir 
geſehen haben, 

B z T IK F i T 10 Po 
— 12. — er 


T A 1 05 + 15 T E Tre.) 


und alſo, wenn man zu den dee gaere 
Aeg Kl c? Gt D" Deeg 
"EE «xw 
Verſchwinden aber erſt die zweyten om jener Loga⸗ 
rithmen, ſo wird ; 
= JA T IB T 10 T 1D Fr 
— LÉI — 12% -E“, —1Z''—ic. 


E. SCH? 1 15 d Tam ja 


yz AM 


Hec BOT COR. . DEL. 
E rar 5 1 ke $ leën 
und hieraus erhält man e 
` e(3—s) eier) 
as Kä "e ee 
2 VH "ox 2 8 EE ean 955 er 
A a e 2 
bl um * zn 


\ 
Ra wofuͤr 
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wofuͤr man, wenn » < LI, den beguemern Ausdruck 


zc — 
GU E 8 
Kc ës A ARTE de) 27 
„0 I- 0) i „(1-0 ^ 1 
B 1 . 2 C 1.2 Kéi D 1.2 KA 
ꝛc. T. 
nehmen kann. 
$. 400. 


Wir wollen dieſes P bie S der Reihe 


. aa 3o 4 t eta 26); te La boeXtao): 
b' b(bte) b(btcXbiac) bbeX tae bie) P 
anwenden, deren e de aus der Reihe 
1 3 4 
a, aie, atoc a t 3c, 
b) Erol dae BY 36 
genommen find, wovon die Logarithmen der SOEN 
Glieder verſchwinden. Es iſt alſo 
5 a lC» 2 
— Kr ee T €» 
und wenn das Glied, welches dem Anzeiger „in jener 
Reihe zugehoͤrt, Z genannt wird, P iſt nach $.398. 
te- (ate) (btetea). (ataeXbizefee) . 
— Baja) (bfc) c)' (ateco) ` (bTacXbietee) | 
Will man demnach das Glied haben, welches dem Anzei⸗ 
ger d zugehoͤrt, fo ift, wenn man » = 3 annimmt, 
be) (ab T ge) (a Tae) (ab T sc) ic 
` Maike" (bc T 30) (bfac)Ga Tc) 


Exem⸗ 


[5 si 


dc. 
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Exempel. 
Die Reihe: 
1 * 25 e 5 
1. 13. 138 123 S.T. I.3.5.7..9, 2 
2 2 , 2.440. 2:4:0.8. ren 


zu interpoliren. 


Da hier a cr, b a und e — 2 ift, fo wird, wenn 
man das Glied, welches dem allgemeinen Anzeiger » ange 
hört, = z feht, 

„_ 2720) 3(4720), stëtze 78.420) op 
—"aüTae)' 40% T GG 26) SQ t29) 
Rennt man demnach die Glieder, welche den Anzeigern 
„1, „ 2, „f 3, it zugehoͤren, Z^, Z^, 2%, c., fo ijt 


z^ 1 72» 
2.7 Ge : 
u te at 
272» 4 f 2% 
zur * T — ? 3.1 ze SZ Se 
2 Ta. 4T 


Verlangt man demnach das Glied, deſſen Anzeiger à iſt, 
fo erhält man dafuͤr, wenn man » — ſetzt, 
22 27.9 us 11 
-— n be NP mico Lg H 
, 2.2 44 4 6.6" 8.9" 10. 10 
Nun haben wir oben gezeigt, daß, wenn er halben Ums 
kreis eines Zirkels bedeutet, deſſen Halbmeſſer = 1 iſt 
Eo ee ar ee 8.8 2 a 
123.27 3% 5 5x (d KÉ 79 
feo, und e$ faffen ſich daher die Zwiſchenglieder, die zu 
den Anzeigern 3, 2, 3. ꝛc. gehoͤren, auf folgende Art aus⸗ 
drucken: duse 


N 5 Anzei⸗ 


D 


^ 
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Anzeiger 2 4 f 
; EHEN es 
Glieder —; —.—; im: CS, SÉ 2 x. 
* 3 * 3.5 * Zee 
Eben diefe Interpolation hat Wallis in feiner Arithmetica 


infinitorum gefunden, 


§. 40r 
Nun wollen wir bie Reihe 


45 441 b); (TWh); a4 k b)(a fab) (arzb); ꝛc. 

betrachten, deren Faktoren die arithmetiſche Progreſſion 
a, (a f b), (a t 2b), (a t 3b), (a t 4b) 
bilden, und deren unendlichſte Glieder fo beſchaffen find, 
daß die Differenzen ihrer Logarithmen verſchwinden. Da 
alſo 
Z a- by bo, und 

2 a be; Z,/ af b be; 2½ A ab be; x, 
ift: fo wird, wenn z das Glied der gegebenen Reihe be⸗ 
deutet, deſſen Anzeiger = & ift, 

ö 2 

erb (ab abb) (a tab) Cata" 

MN atb '" atbibe. 4225 f be 
ze. 

Hat man dieſen Werth für den Fall gefunden, wenn e 


eine Zahl bedeutet, die kleiner iſt als eins, ſo laſſen ſich 


die Glieder, welche den Anzeigen 1e, 2 7, 3 T , ic. 
zugehoͤren, auf folgende Art ausdrucken: 
SC" =.fa F bem 
z^ (A F be) T b T bez 
. £" = (A T bea T br be) (a tT 2b T be) 
ꝛc. 
Ver⸗ 
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Berlangt man demnach das Glied, deſſen Anzeiger z iſt, 
fo erhaͤlt man, wenr man » = ſetzt 


A degt eee (ara? e 
op un, ib a f ab ar ib 
de. 
und folglich, wenn man die Quadrate nimmt, 
edis a(a T b) (atb)(af2b)  (af2ab)(at3b) 
"© arzb)(atzb)" (atab)(aTab) ` Catib)(aTib) 
x, 


= 


$. 402. 
Setzt man in der e 400, unterfuchten en 


f. Kr M) b) fT Vir) 2h) f(ft wet 2h)(fr 3h), 
8’ 808 Th) ggthXgiob) FOHISEESCTE DM 
das Glied, welches dem Anzeiger X zugehoͤrt — o: fo ift 
ii (äi (roi. 
- E f 4b) (g T b)(f T zh) (g T 2b) F T äh 
Setzt man nun ka; g —a T kb, und h b, ſo wird 
Ar | xaT 'b _. (arbiat ab) 
A T Tb) T 45) (atib(at 26) 
folglich za = ao, und z = Vas. Wenn daher das Glied 
der Reihe 


1 2 
aj fla b); ala f bla fab): ada te f able 300 r. 
welches dem Anzeiger i dep us = 2, und das Glied 15 
Reihe 
X 
a a(a B b) ! a(a d Vir T ab) X 
d Qi tib (fib EELER 
deſſen Anzeiger ebenfalls 3 ift, = @ geſetzt wird: fo üt 
3 = a. 


Da 


H 


* 
" 
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Da alſo hier das Glied der Reihe der bloßen Zaͤhler, 
welches dem Anzeiger z zugehoͤrt, zii, fo wird, wenn 
man das zu eben dem Anzeiger in der Reihe der Nenner 


zugehörige Glied — A fest, © = i Nun iſt a - 


Folglich wird z = A, oder sacs; und durch dieſe fuis 


ſaͤtze erhält die Interpolation dieſer Art Reihen nicht we⸗ 
nig didt CH 


Erſtes Exempel. 


Die Reihe: Vë 
H 2 3 4 
HIER erg A € 
18 zu interpoliren. 

Da hier a c 1 unb br ift, fo wird, wenn man das 

dem Anzeiger ⸗zugehoͤrige Glied = X ſetzt 
iE. At 21 25 3 I— F 2 * 3 
FEY" 270 oae cw 
Man kann aber hier für » allemal einen Bruch annehmen, 


der kleiner als eins iſt, und gleichwohl die Interpolation 


durch die ganze Reihe verrichten. Denn bedeuten z^, z^, 
s x. bie Glieder, welche den Anzeigern 1 T», 2 T e, 
4T: aw, ꝛc. zugehoͤren, fo wird 


0 K x = (108 


Si = GT ka 
mr Zil Ec uaTe3t9: 
` ꝛc. J 
Das dem stir 1 zugehörige puo ber iris Reihe 
2r demnach 


Sr - 
- 


2 
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p; Sd E 23.34 34.43 ECH 
i ^ GE, 
oder 
2,4 4 6 6,8 8.10 ae 


E T 2 
5 é- 5 ift, ſo wird da⸗ 


E H e 
durch! 
« Zä ES und EE nr 
4: & 
und es gehören daher zu den 
Anzeigern: 2 3 2 f 2: 
A Y, 348, Y: 34517 rs. 
? 2 


, v 
die Glieder: —; T. —; s d 
: 2 2 2 242 2 2 242 


t 


Zweytes Exempel. 
Die Keihe: 
e 4 — d 
e „ 3.573 K. 


1; 1.33 1.3.5; 
zu interpoliren. 


Da hier a — Y und b- 2 ift, fo wird, wenn man P 


das dem Anzeiger “zugehörige Glied = z ſetzt, 
1— 5 I1— „# I— 
zl 2 3 — 8 PI. u^ 
172» 3720 5720 
und die auf x folgenden Glieder z/, x^^, z/", v. (ino 
3! = (1 T2) 
x" = (rj2)X3T20z— 
x^ (1 T 2003 F 2,05 me 
ꝛc. 
Verlangt man daher das Glied, welches dem goe $ 


zugehoͤrt, und nennt daſſelbe &, fo ift 
: £c 


mn 
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xx N X5 VS, VI.) c 
alfo 
1,3 28:5 5:7 1-9 
2. 2 4^4 ` 6. 6 ER 8 
Demnach gehoͤren zu den 
Anzeigern: 2 d $ 1 
die Glieder: 25 e 2 Ae; Sur 67 de. 


Multiplicirt man aber die vorhergehende So äs: E 
fo daß man die Reihe 


OX. 2 ^ 4 | 
123 I 2.3; E N. 32:5 12.32. 4.5.7; 3C, 


bekommt, fo iſt das Glied, welches dem Anzeiger 1 zuge⸗ 


diu de = 1 85 Die Richtigkeit hiervon ers 


kennt man p wenn man jener Neihe die Form giebt, 
25 3 end Zéi : 

1.2, 1.2.2.4, 1.23.4. 5.5. I. 2.3. 4.5.6.7. 

Xu Su 23 1 24 

denn das zu dem Anzeiger & gehörige Glied dieſer Reihe 


22 ee 


Héi 


I 
(ft offenbar = 72 


Drittes Exempel. 
Die Reihe: 


1 2 3 a nou 
n, 2(n—1), n(n—1)(n—2), n(n—i)(n—2)(n—3) ? 
e E E KEE 


zu interpoliren. 


Man betrachte die Zaͤhler und Nenner dieſer Reihe 


beſonders. Da die Zaͤhler 
ni 
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I 2 d^ qur uon 4 
nj n(n—1); n- ) n(n—1)(n—2)(n-—3) xt. 
find, fo wird nach bem Vorhergehenden, wenn man a=n 
und b=— x fet, das Glied, welches dem Anzeiger D 
zugehoͤrt, = 5 

gi 7" (n-1)9. (n—1 Dt ent aa? 

n — es N n— 2 — . 

*. x. TS A 
allein dieſer Ausdruck führt wegen ber negativen Faktoren 
auf nichts gewiſſes. Man aͤndere alſo die Reihe, indem 
man der Kürze wegen 1.2.3. nN febt, in folgende 
ius e CA 


na. 5 


I 2 4 
N 1 1 ' ; D 


DECKER 1.2.1.2. 3. ECKER a3) 


Da die Nenner dieſer Reihe aus zwey Beien beftehen, 
fo geben die einen die Reihe 


Lë e E 1.2. Hum US 1.2.3 5 
und das Glied dieſer Reihe, welches dem Anzeiger o zu⸗ 
gehoͤrt, kommt mit dem Gliede der Reihe 

ri 2 5 
T II dient 1. 2. 3.4. 53 d 
überein, deſſen Anzeiger n — iſt, nemlich 


‚Inte 4n—e „I—nte ‚gie inte, Pu) 


To 


+ 


ITn—» : UU ene om 3 n — . 


Nun fep das Glied dieſer Reihe, welches x — zum Ans 
zeiger hat, = o, ſo iſt 


2% Oeltter Theil. Siebenzehntes Cápitel 
issu c EN und da zu den 
Anzeigen? 1— "ae 32 
die Glieder? o; (2 eei (22983 - Ho; x. 
gehdren, fo wild das Glied des Anzeigers n — a ſeyn 
F 


VV 
und wenn das Glied, deſſen Traian " EN A geſetzt 
Run fo Marise Stm den 

j pfe: DL gie erani. 

P 8 rr 
Hat man dieſes gefunden, ſo wird, wenn man das Glied 
A W SER 2x 4 


ET 9. DE EE 


1 2 1 ai 1 2 34 
xi 


welches dem gun a angehört, = 2feht, 
UN 
Jm 0 WERE Ta 
Nun iſt 
eus gc > 
(a— D = e (n r 
2 — 3 — 2 4 — „ n — 8 
: unb 
yon 1.2 . $ 2 
(1 = T= GH SE 
Auf dieſe Art wid das geſuchte dem Anzeiger „zugehoͤrige 
Glied * 


Tanke 


2 Gs 
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REN AR 945. t $t ar: 
eh Log eg 4—*. $6739 * n—» 
Ji "Qe 93 EN. a 

1. 2 „ se lads > * 


n$ 2, ohne Enden : 
Zu dem Anzeiger i gehört alſo das Glied: 8 


4 6 "BC ee ee 
EIER e 
RER 
— AL 46 "nc ds S 4955t; 8 cam mad 
welches ſich auf fo Clgenben pu guridiüeen fijo | 
ipM Ee en rap ger 
T E 5nd : | Er Hp 
Mee E EE Ee 
E EE EE 


Iſt n = 2, fo ift die zu interpolivende, Reihe 
ee 
1, 2 J, eo Or | O, 041 Hei 228099 : x 


unb das darin dem NE D qugebbrige Glied iſt = 


Kéi quit 


Viertes Krempel, | 


E oem Anzeiger z Zugehörige gie de Reihe: DN 
E . wë dec A 3- y Ka d E48 
Ss = T. Ld 3 . ilf. ER m * 
Li 173 el ER e? 2743 UA 
zu finden. ei 
Dieſe Reihe entſpringt aus der vorhergehenden, wenn 
man n = ſetzt, und es ift daher das geſuchte Glied, wenn 
man daſſelbe ==“ TG = 
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LEN ET RS NET 
nl r o IRR CURRO 
' *t 1.939.577 .". € (ni) 
wenn man nz $ nimmt, Man ſetze Lei den Fall, daß 
— 

2.4.6.8 6. 3 (9 2780.0 an 

; e PTT 7 1 
fo ift 6 das Glied, welches in ber Reihe 

(2. 0. 4^ 3.6.6. 02.45 6:8, 


1 33.5’ HM 


dem Anzeiger à mie, und nach dem Obigen = T 
Demnach iſt das geſuchte dem Anzeiger 2 zugehörige Glied 


der gegebenen Reihe = 1. Da nun in dieſer Reihe, vor⸗ 
ausgeſetzt, daß 2 das dem allgemeinen nem D E 


tige Glied bedeute, das folgende Glied 2 = 
fo iſt dieſelbe mit ihren Zwiſchengliedern: 
Anzeiger: o 1 1 3 2 i 3 1 


ES d —1 . 1 ZE 
Glieder: 1; 15 E; oi -— DH Pe 0j 16 


2 


zz ift 


ape 


Fäͤnftes Exempel. 
Das dem Anzeiger e zugehsrige Glied der Reihe: 


15 5 L] E EE E 


b i'^1; KETTE IE 1.2.3.4 
zu finden, vorausgeſetzt , daß n jede gebrochene Zahl 
bedeute. 
Vergleicht man den Ausdruck 
2 qe PR n ` 
dcs d * 3 D 4—^ ULL B od) 
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mit f. 400. und ſetzt a = 1, e , be, und das 
ſelbſt n für », fo wird 
RE eg a 
I—»'2—2'3—» ne (1—«Y1f2) (ae) (ato) 
x. 
und-wenn man daher das dem Anzeiger » zugehörige Glied 
z fet, fo wird TE 
(ebe (2—9tn) | (rt)2—9 Er 
Re (R)3—9 1.2. | a.3 
ꝛc. e 
und alfo 
2 wm Usine? C- Nin) G Hue 
mini ` cate) C 3150 ö 
x. 
und es kann baber 2 allemal, wenn u — a eine ew Zahl 
iſt, rational ausgedruckt werden. 


des 


3f z. B. bm 
Wës „* Ze t 
nerfs 1 n 
n 21 2 a 
" : 1.2 e 
mate n BEE 
u ibo AS 


: t A 
It aber „ n eine ganze pofitive Zahl, fo iſt allemal 
X 2 0. 


ET | Acht⸗ 


Achtzehntes Capitel. 


Von dem Gebrauche der dien bey 
der * NE Bruͤche. 


$ 40%. 


N: Mabode, jeden gegebenen Bruch in ache Bruͤche 
aufzuloͤſen, welche in der Einleitung in die Analyſis des 
Unendlichen erklaͤrt worden ift; ift zwar an ſich leicht ger 
nug,- e kann aber durch den Gebrauch der Bifferenziak 
macht werden. Die welle Semler gkeit ündet ſich bey 
der Anwendung jener Methode alsdann, wenn der Nenner 
des aufzuloͤſenden Bruchs eine Potenz von n einem unbe⸗ 
ſtimmten Grade iſt, und es entſpringt dieſelbe hauptſaͤch⸗ 
lich aus der erforderlichen Diviſion des Renners durch den 
bereits gefundenen Faktor. Bey dem Gebrauche der Dif⸗ 
ferenzialrechnung aber kann man dieſe Schwierigkeit ver⸗ 
meiden, indem es dabey nicht noͤthig iſt, den andern Fak⸗ 
tot des Renners, der aus der Divifion mit dem bereits 
gefundenen Faktor entſpringt, zu kennen. Dieſen Vortheil 
gewaͤhrt nemlich die Methode, den Werth eines Bruchs zu 
beſtimmen, deſſen Zaͤhler und Nenner in gewiſſen Faͤllen 
verſchwinden, und der Gegenſtand dieſes Capitels, womit 
wir die Lehre vom Gebrauche der Differenzialrechnung in 
a der Analyſis beſchließen wollen, ſoll daher die Art und 
d$. o Reife 


$5. dem Gebrauch der Differenzialrechnung c. 277 
Weiſe ſeyn, die oben erklärte Methode von der Aufloͤſung 
der Brüche bequemer und leichter zu machen, 

b | | 9. AR 
E alfo irgend ein Bruch 05 gegeben, deſſen Zaͤh— 


ler und Renner rationale und ganze Funktionen von x 
find, fo kommt es zuvoͤrderſt darauf an, ob x im Zähler P 
eben ſo viel oder D Dimenſionen hat als im Nenner. 
Enthält der Bruch : einen ganzen Theil von der Form 
. Ax T BX T Cx? + Dx3 Tic. welcher ſich durch die Divifion 
daraus entwickeln laßt: fo ijt der übrige Theil ein Bruch 
mit eben dem Nenner Q, deſſen Zähler R weniger Dimen⸗ 
foem eas. als der Renner Q, ſo daß ſich die fernere Aufloͤ⸗ 


fung auf den druch c einſchrönkt. Jude ift es nicht n& 
thig dieſen Zähler R zu femen fonbern es laffen ſich die 
Zug Brüche, welche — c giebt, auch aus dem gege⸗ 


Sec Bruche 2 unmittelbar men, Dieſes ift bereits 


oben gezeigt worden. 
A, 405. 
Dire Pan UE CT "Pé 

Die einfachen Brüche, welche der Bruch oi außer dem 
etwa in ihm enthaltenen Ganzen, in ſich faßt, haben ente 
weder zweytheilige Renner von der Form fj gx, oder 
dreytheilige von der Form fe 2xcof.dV fg T gxx, oder 
es find ihre Renner, Quadrate, Würfel, oder überhaupt 


BR Poteſtäten von dieſen. Alle dieſe Nenner find Ter: 
S 2. ner 
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ner Faktoren des Renners Q, fo daß ein jeder Faktor des 
Renners Qeinen einfachen Bruch giebt. Iſt nemlich F-+gx 
ein Faktor des Renners = (o entſteht daher ein einfacher 


Bruch von der Form p und ift (€ gx)2 ein ſolcher 


Faktor, fo entſpringen dahe ey Bruͤche⁊ä 
Faktor, ſo entſpring her zwey et 


í Ze . Auf ähnliche Art entſpeingen aus dem cubifchen 
Faktor (f f gx)* drey einfache er von der Form: 
e 
Organ (802 tg 7155 gx 
gen der Renner Q einen dreytheiligen Faktor von der Form 
f — a'gxcof.o t ggxx, fo entſpringt daraus ein Bruch 
wie E en ` I 15 8 und ſind zwey ſolche Sot, 
toren in dem Nenner einander gleich, fo entfteben tex 
zwey Brüche wie 
A T ax BT bx 
(f — 2fgxcof$ T ggx)? T ff — 2fgxcofo T ggxx 
Auf ähnliche Art giebt der eubiſchr Faktor 
(f — afgxcoſ. o t ggxx)3 
drey Brüche, ein biquadratiſcher vier u. LL 


$. 406. 
Man verfahre daher bey der Auflöͤſung eines Bruchs 


55 auf folgende Art. Zuvorderſt ſuche man alle, ſowohl 


einfache als zwey und dreytheilige, Faktoren des Renners 
Q, und ſind darunter einige gleich, ſo merke man ſich die⸗ 
ſelben, und betrachte ſie als einen einzigen. Dann ſuche 
man aus dieſen Faktoren des Renners die einfachen Bruͤ⸗ 

che, 


wf. w. Hat inge: 


V. dem Gebrauch der Differenzialrechnung ꝛc. 279 | 


che, welche fie geben, entweder auf die oben erflärte Art, 
oder auf die, welche jetzt beſchrieben werden foll, und wel⸗ 
che man nach Gefallen ſtatt jener brauchen kann. Iſt die⸗ 
ſes geſchehen, ſo addire Lë alle dieſe Brüche und fei 


Dazu den in dem Bruche . 8 etwa enthaltenen ganzen Theil, 


worauf denn die Summe dem Bruche qp ate feon wird; 


Die Erfindung der Faktoren des Renners Q ſetzen wir hier 
als etwas Bekanntes voraus, indem dieſelbe von der Auf⸗ 
loͤſung der Gleichung Q o abhaͤngt, und erklaren hier 
nur die Art und Weiſe, mittelſt der Differenzialrechnung, 
aus jedem Faktor des Nenners den daraus entſpringenden 
einfachen Bruch zu finden. Da die Nenner dieſer einfa⸗ 
chen Brüche ſchon bekannt find, fo kommt es bloß darauf 
an, die Art zu beſchreiben, wie bie augehörigen Sie 
gefunden werden. , 


17 


$. 407. 


Es habe alſo der Nenner Q des Bruchs 0 den Fak⸗ 


tor k gr, fo daß Q — (€ -g:)8 fep, und P den Faktor 
ftgx nicht weiter enthalte. i ſey der aus dieſem 


Faktor dui ee Gr und ſein omplenent S 


f ac ar 
L^ 


y 
m! Fr T und folglich V es Tre’ Da 
ft 5% gellen ſeyn, und e wenn man fT us — y 
| S 4 oder 


fo daß f 


u” —Q Achtzehntes "m" CH 


oder * =— SC p. — As Stiet Man mm 


P 
EE 0 af CEET? A A 


ſeyn, wie wir ben efie haben Da aber 8 = T 


fTgx 
Vë fo wird 3 = Sen wenn man allenthalben £4 A 


Do oder x be Da abe in, diesem Falle wobl 


der Zaͤhler Ké 505 als der Nenner Q verſchwinden, fo 
wird nad) dem, was wir über die Se des UN 
von ſolchen Bruͤchen geſagt haben, 


A . de téieren 
Tem d UD? SCH band nach 


wenn man a ES nimmt. Da nun ín dieſem Falle 
. f gPd 
(t T gx)dP = o wird, fo it a — E SECH und ſo laͤßt ſich 


der Werth von A Wach die Difevenziation — 


E 408. 


— [E 
Hat demnach ber Nenner Q des Bruchs g den ein⸗ 


einfache Bruch nu wenn Dë = o Gë wt 


man ug allenthalben anſtatt x den e der Gleichung 
Ch gx — o fid ergebenden Werth x = — tbe, Auf 


dieſe Art ift es alſo nicht noͤthig, zuvor 53 andern Faktor 
8 zu ſuchen, welchen an urch die Diviſſon des renners 
2 


W. dem Gebrauch der Differenzialrechnung ꝛc. 281 


mit f T gx erhalt. Wenn daher Q nicht in. beinen Fak⸗ 
toren gegeben ift, fo kann man dieſe, häufig und insbefons 
dere, wenn die Exponenten von » in Q unbeſtimmt ſind, 
ſehr laͤſtige Diviſionen KN indem der Werth von 


A aus der Formel Be E * gefunden wird. Iſt aber Qin 


ſeinen Faktoren gegeben, "pb daß der Werth von S unmit⸗ 
telbar ‚genommen werden kann: d verdient der gnbeie 


Ausdruck den Vorzug, moto A = z if, wenn g man * * 


— — fet. Auf Wei Se fann man jedesmal Lache die be⸗ 
suni arte wählen; de Anwendung der jezt ity 


12 55957770 


TR qium irm 87. — - M "lei 242 i 
, u ga : E oam o f 


"m ? ST ds. Exempel. T 


QE 


Es it der Sud ——z DP 7 gegeben; man fel den i» 
055 BG? 


chen Bruch finden / der yo dem doktor des Some ` 
Ar erringen — 

Da hier Hei = x17 ift, unb 1 Tx zum Faktor hat. 

fo wide man, wenn man dividiren wollt / 

S IX TM 49 pol xE6 058 
finden, Allein es E weit t bequemer, die neue Formel 
Au abe 
d 
b x if, % wird, wegen 0 Së, 
$E re era wa a DER sida 
A = dE ey. gEtd—" o 
e? S 5 mern 


"S 
i brauchen. Der alfo f 1; g — f, und 
. Wm 
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wenn man x = =-ı nimmt, und folglich A es 775 und 
der aus dem: Faktor itx Weg einfache Bruch 
f | Sr TEE 
Sweytes Exempel. 


33 Ki 


Dr? 


ze iſt Ges Bruch 1 gegeben man ſoll den einfa⸗ 


chen Bruch faden der aus dem Faktor des Nenners 
I entſpringr. 


EN be gegebene Faktor 1 — x ift, fo wird frt 
und g 1. Nun giebt Q = 1 — x2", wenn man 
differenzürt, dQ = — 2 Ad, und da P xm 


— xm 


ift, fo wird A = . Setzt man nun, wegen 


— Znx zu- 1 


I —x — o, ben Werth von x — I fo wird A x und 
ef de ia: aas Bub = S 


2. Ekenpel 
40 ift der Bruch — Vu Y 3. gegeben; man ſoll den 
einfachen Bruch is der aus dem Faktor des 
Nenners 1 — x entfpringt, 
Hier wied f=1; ges — 17 An; gesit 
4x* T Zn, und 2 =— aka? + a folglich 


— 


4 * e, und, wenn man x = 1 fegt, 


— akxk- X Tis 
DET 
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ac SEN Demnach ift der einfache Bruch, welcher 


aus dem einfachen Faktor x — x entſpringt za 
1 
ar — 3000 — 2) 


F. 409. 
Nun habe D Renner Q des Bruchs R den quadra⸗ 
tiſchen Faktor (tt g302, um e ec Sa, 
B 
einfachen Bruͤche ſeyen = G 2 SC . ee Fe: e Ferner 


Ion Q= (fr g Has, und das Guapiement = T fo daß 
ai Ze B 

SO "Gëss re MÉ f 

P— As — Bee r gs 

(t gr)? 1 

werde, Da V eie game Funktion iſt, fo muß P — A8 — 
$5S(f T gx) durch (f $ gx)2, und ba 8 den Faktor f T gx 
nicht weiter enthält, auch S. — A — BCE 1 gx) durch 
(f + gx)? theilbar ſeyn, 25 es verſchwindet daher, wenn 


nan x= 2 fett, ict bloß Nee des Yusdend fe, 


[21 


foem «d fein Diffecenzial x er ed, ER fee 


Vë 


alſo x =, fo erit man aug der ersten Gleichung 


p g 
GE qoam aus der andern B ie u Ug Durch diefe 
Werthe 
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22 aber werden die geſuchten einfachen Brüche: s es SN 


tpud erhalten. XT 


Grempet 


Es i(t der Bruch ITA P gegeben, deſſen Ylens 


ner den Bruch (t= hat; man ſoll die einfachen Bruͤ⸗ 
che finden, welche aus dieſem Nenner entſpringen. 
Da hier k = 1; ge —T; Pam und a: p 
4x3 Tad fo wird 8 1 f ax 3e " 
— zu 
pf pi — 
und " 
mxm-Idx F 2(m —1)x2dx T.3(m — 2)xmtt dx 
( T. x T 3xx)2 
Setzt man dänn est, ſo wird 
wn 296 = Ze und B See I. E Fr MU 
ini die Sam einfachen Bruches We 7 
1 * + 4 23m dea 


ER 18(1 - — X) 


4.8 


v4 AN 
CG 43 


$ 40. 


Ar * 
TEENS E d " 
E WAR 


e p der Nenner Q des Bench — bs aach 


gleiche Faktoren, oder den cübiſchen kan) (£t g3)3, und 
abeo ſeyen bie einfachen Brüche, welche aus re Fak⸗ 
kor gen an 


E II Cis EX oL * ge 


- 


eS i A 


unb 


V. dem Gebrauch ber Offenen ꝛe. 285 


und das Complement derfben = -— fo iſt 


Y- P — As — Satz ER exti eet 970 
SE (CT gs - wan nam 
Es muß pe» he Ausdruck ER " 9 


SA Bete 80 — est t gos xe 
durch ER theilbas ſeyn, und alſo auch, wenn man 
fg o, oder x — us ſetzt, nicht b bloß dieſer Ausdruck 
ſelbſt, ſondern auch Ti erſtes und W 
o werden. Es ift demnach, m ic — i wo 

8 — A — (e. ei — er? kr — ei 
4 
E 
d. "A $Sgdx — 26gdxCf + = se D 
p — 3 JA di mz 
dd 2 Cgadxz z$0 7*5 
- — -— 
Aus der erften Gleichung folgt, 5 . 
„ 0 amené oh sos 8 mm cd n 
o . gdx 
- 3 * — : E 2 V " d p 
D D dritten $ : D C ez Rena ^ $ 
0 79 E Lee? 8. 411. it aeid: Det: dom eg 
Ueberhaupt vi der Nenner Q des Beuchs 5 den 


— (ien, fo. daß Q = (CT grey, und — 
ſeyen die einfachen Bruͤche / welche aus dieſem Faktor ent⸗ 
ſpringen, E 
era A 
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E Ee NUES 
Cie see (Tao (PE Dar 


bis zu demjenigen, deſſen Nenner £4 gx ift. Schließt 
en nun, wie vorhin, fo finder man, daß ber Ausdruck 


5 — A — Beten) — ef eis — Der t got 
— Gt g^ — ꝛc. 


durch (f T gx)* theilbar ſeyn, und daher ſowohl ſelbſt als 
auch alle ſeine Differenzialien bis ju. Grade n — 1 per 


ſchwinden muͤſſe, wenn man == ſetzt. Aus den 
Gleichungen aber, welche man auf m Art erhält, folgt 
fär den Fall x zs z: 


85 
P 
B ui — 
P 
Ex 
buc om 
4 1. 2. 383 dxã 8 


X. 


Man muß indeß hier nicht vergeſſen, daß die Differenzia⸗ 
lien von 8 vor dem Gebrauche der Subſtitution x = = 
genommen werden muͤſſen, weil ſonſt x aufhoͤren wuͤrde, 
eine veränderliche Groͤße zu ſehn. 


a 


V. dem Gebrauch der Steng x 287 


sdf 2 0 d 
Es werden alſo auf dieſe Art die aller " "qe P $, 

xc. leichter ausgedruckt c als nach der oben in der Einleitung 

erklärten Methode, und oͤfters auch darnach ihre Werthe 

ſchneller gefunden. Um die Vergleichung beyder Metho⸗ 

den zu erleichtern, wollen wir die Beſtimmung der Werthe 

der Buchſtaben A, B, C, D, ze. nach der Methode in der 

Einleitung herſetzen. Nimmt man 

rund mit Zuruͤcklaſſung von x 

e als einer verändert, Größe 

125 9 .. 

Les * P; fo wird 


ym S aa fo wird 


E 
E 


8 
, | 
e| o 


A am 
Hat der Nenner Q des Bruchs — P. nich lauter einfa⸗ 
che reelle Faktoren, ſo nehme man je Zeit von den imagi⸗ 
nären Faktoren, deren Produkt eine reelle Größe ift, zu⸗ 
ſammen. Es fen alſo ein Faktor des Renners Q — fl 
atgxcofe f g gx, welcher, = 0 he: den doppelten 
imaginären mew giebt: 


f E a 
x Ant . WM fin. wo er denn 
"be $ gr - 1 9 b | 


Xn or m n c ac ne 
iſt. Ferner ſey Q = (f — 2fgxeof o + ggxx)S, und dar 
bey s nicht durch ff — AN T ggxx theilbar. Endlich 
fep 
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ſey der Bruch, weder aus dem sg f— ge ER + 


git entſpringt 
ur 1 ECH MIT A ax x: f d (4$ 
10:255 3384: d LEID E E 


und das pm deſelben d 2 2 eg Si" aan 


NY 
it ERROR, 
N pur E NL 
tf — 2fgxeofio T ggxx- 


und Ge — dE und außerdem m Ee 
ax durch dë — ee i ggn* theilbar. 1 ver⸗ 
ſchwindet = — A- ax, wenn man f — afgx col. Tggxx 


vidt e E. E Le ise: E E : Ee] 
^x cm 18 o . d oder 


o, oder 


fin. 


rd f 
Se eg EY—D 
ke, tan! Ihr Ts Bus 174 O a: 
. 444, 
Da P und S ganze Funktionen bon à find, fo Keck 


Sch in beyden Ausdrücken beyde Subftitutionen; unb da 
für, jede Poteftät von x oder für x^ die Binomie x» = 


eon x: fin.ne geſetzt werden muß; ſo ſchreibe 


fn 
bet RE FR dë 
man duboörderſt alenthalden Sector für =, unb oben 
gehe P " P, unb S in S über, Dann ſetze man allent⸗ 
balben — E fi a», und pierbep gehe P in éi ind s 
T " Wi 
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in s uͤber; man muß aber vor dieſen Subſtitutionen jede 

der der Funktionen P unb S ganz entwickeln, und alfo die Fak⸗ 
toren, welche ſie etwa enthalten, zuvor durch die Multipli⸗ 
cation wegſchaffen. Hat man auf dieſe Art die Werthe P, 
b, S. Ch doy 5 it offenbar, daß die Funktion 


8 
p in P & Ev TE Y-3i : 
übergehen wird, wenn man 3m 
e VC eh S 
sain ZS Tcoſ. 9 K. ln, 
-ü. We D gv — $ 


annimmt, Da nun in beyden ile - —-— 9: — ax, oder 
P — (Ar ax)$ wb muß, à SS Bürg 1t] 


$ 
* E Et eoa ha cm exe uto 
unb hieraus entftehen. d Gleichungen RE 
Pa oua. 


ke: ee — CES 


ous Er s. ëss Een 


aus welchen man, wenn man A dr wegſchafft, 
— 69 zg af(&a. m 1. 5 A 


und und. ^T d E 
n g( Op — sp). f asia 
Sz + 88 Y lin- 
findet. Bringt man nun fin.o weg, fo wird SE 
Spe f op = (Se f 8A T Tore) 
und GE 5 
A SP. Sp * Sp. E (Sp — $1 )cof.g 
: ga $92 (O23 ;$3)me = 
Sul, Diff. R. 3. Eh. od. 2. Th. 2. Abth. Laus 
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$. 415. 


N Q 
| ff — 2fexcofo T ggxx 

iſt, und wenn man ff— ofgxcof.o T ggxx — o fett, fo: 
wohl Zähler als Nenner Ze, fo ifti in dieſem 
Falle 


Da 
8 


dO : dx 
7. Sggx — 2fgcof.p 


Nun gehe, wenn man allenthalben xn — Pcofine fest, die 
8 


ns Le ; 
Funktion en in Q, wenn man aber x» = —fin.np nimmt, 
dx gu 5 


in q uͤber: ſo iſt offenbar, daß bey 


Z 


* Ss geote ZZ E 


É e qe ; 
b unftion 8 — ehen wird; und 
de Sun ene ee 


D Zait 


E e 


E e $5 
über. Da alfo 8 = S + x ift, wenn man eben 


denſelben Werth für x fegt, fo hat man 
9 2 fg S 
— En 
ien Y —I 1 
Demnach iſt a 
CES Dia und S = 
2 fg ſin. a" Ki 
Braucht man diefe Werthe, fo wird 
2gg(Pq T PO) 
Q2 CH 92 
a e — p£Düne _ cfg(po t Pele 
A* t 92 22 ＋ 2 d 
$. 416. 


vn 9 — 2fg8íin.e 


E iu 
2fg . ſin. 


d Si ‚und 
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§. 416. A 


Hiedurch erhält man eine bequeme Art, aus jedem 5 


Faktor vom zweyten Grade einen einfachen Bruch zu bil— 
den; und da dabey der Nenner des gegebenen Bruchs 
ſelbſt in der Rechnung beybehalten wird, ſo vermeidet man 
die Diviſion, wodurch der Werth von s beſtimmt werden 
muͤßte, und welche oft eine ſehr bur: Operation ift, 


Hat alfo der Renner Q des Veuchs 7 — einen Faktor wie 


— ofgxcof.$ T ggxx, fo findet man idi einfachen Bruch, 


e aus dieſem Faktor entfpringt, auf folgende Art. Man 
f iht fon; : 
nimmt x — Fas und ſchreibt für jede Poteſtaͤt von x 
» kn * 3 ` 
ober xn ben Werth T eed: Hiedurch gehe P in P, unb. 
die Funktion $2 in Q über. Dann fest man x ca $ 
dx EY 


unb = nne. Dadurch gebe in p, und E in q 


uͤber. Hat man dieſe Werthe von P, Q, p, q, gefunden, 
ſo laſſen ſich die Großen A und a auf folgende Art be⸗ 
ſtimmen: 


M Het TEL 2 
a (be 
axgig m2 H qa 


Der Bruch aber, welcher aus dem Faktor ff— A fg x co 
Tggxx des Renners Q entfpringt, ift = 


21g PA- p O) fn. 9 t 2g (DO t po (gx — fcof 0) 


(QA t q2)f — 2fgxcof.e Fr ggxx) 
Bai Erſtes 


2780Pa — S néi ven + po) co 
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Erſtes Exempel. 


etie | xm à 
Ks i(t PER are gegeben, deſſen Nenner ar ban 
den Faktor ff — 21g x coſ. 9 t ggxx bat; mon (oll den eine 
fachen Bruch finden, welcher aus dieſem Faktor 
i eniſpringt. 
i ; MO vi 
Da hier P xm und Q==a ban ift: ſo iſt as Gs 
nban- 1. Hiedurch wird xg 
km ER 
P en —cohm$; DS N 


= bfi 
p cof.(n—1)05 q — — 


uif ; 
Q r pe fin.(n—1)® 


Hieraus ergiebt ſich 
Oz T4342 


n2b^f2(n-1) 
'g2aom-n 
— nbfn4n-1 5 
94 — p es e — m x De... 


Dod unb 
CR nbfügn-i 
‚arm Ge re m De 
Folglich ift bet geſuchte einfache Bruch = 
281m flin. pſin. (n —m— 10% nbfn*m-r 
Tagn-"(gxcof.(n - m-) |: *. | 
—2ágh-"(feofgcof(n--m—1)e)) ff—2fgxcof.e f gRN 


oder 
nbífn-m-1(ff — 2fgxcoſ. o db g£gxx) 


Zwey⸗ 
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Zweytes Exempel. 


1 I 
ses iſt der Bruch mat) gegeben, deſſen Nenner den 


Faktor ff — 2fg xcof. Tggxx hat; man foll den cine 
‚sehen Bruch finden, welcher aus dieſem Saktor 
pee eniſpringt. ere, 


Da P =I, und Q = Sam T bam ift, fo wird = 
mare T n) KAT; und alſo, wenn man 


fu - UE n 
x? es —cof, nt ſetzt, erh, x und d 


e man Dos CDU: c 

AE un MR Zap? " 
DU AEN sot (m- ee ee "cof (mf Du 

N o, unb d . 

a (men) bfmtn- x 
= 8 1 lin. (m D 
Folglich i 
RR PET le Ml ee 

gan?) zë g2m+un-2 
1 de n)? ba f2(m tn-1) 


«ít aber => tus f unt D Diviſor von a " ben, 


ſo iſt a Peine So, und fang zo, und alſo 


n su 3 

42 — T Folglich , 
(mTn)2bbfztnre-3) — m(2nTm)aaf2tm- 1) 

* gimfn-r) g2n-1) 
nnaaf2(m- X) ` mnbbfeGndo- I). 

gem LS? gu tn) 

Ferner iſt 
T 3 | Pa 


Q 
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P 5 D ES SC e — 1) 9 E 
(m + n) bfmin-r : ^" ` 
gnin-i of. (m fs s 106 ; 
ben rx a 
gn E qe (min—1)e — mcof. n$ .fin.(m—1)9) 
| 
bnin-1) See | 
ren . (m—1)6f(mTn)fin.necof(m—1)9) 
und PO t pq ME 
bfintn- 
gm MIETE (mico D AM mmol. no. cof. me) 
Oder da E afagdte hee auch ein Diviſor von axn-x 
T bxmfu-x iſt, fo wird 
afm-r bfmtn- 
55 ME En 
und 
me min à 
D n, (m— pe tienes inim da n — e S o 
Folglich 
nbfmjn- 1 
£st smog col (m En — Do, und 
nbfmjn-r 3 
GE guard (mn — Do; oder 
— nafm-ı 
Q ER — x»; unb 
— na(m 
49 SEH fin, (m — D$. 


Hieraus ergiebt fid) der geſuchte Bruch 
2 gm (f coſ. me — gx coſ. (m 1) o) 
nam (ff — 2fgxcof.$ T ggxx) 
Diefe 
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Dieſe Formel folgt aus dem vorhergehenden Exempel, 
wenn man m negativ nimmt; daher es nicht einmal nz 
thig geweſen wäre, hieraus einen beſondern Fall n 
machen. a 18 xs W ö 


N 


pen - 2n 


DE: 


Drittes SEN ga Kë 


— Nenner des Bruchs Irre den Faktor 


€f 2g fx coſ. o Fggxx hat, den einfachen Bruch 
zu finden, der aus dieſen Nenner entſpringt. 


Wenn ff — afgxcof.à t ggxx ein Faktor des Nen⸗ 
ners a T bx? Fox? ift, fo I/ w wie wir oben gezeigt haben, 
" uas 
= ei SE ＋ Sel ns — 
A 


Ste 2 Fr 
S* 82 N 


Da alfo Pam und O = 4 f bb A exan it, fo wi, 
De nbxe-r + ontx2n- "a DEN, 

p obe e pm 
= CS ; x = gm. mne 


m 


nbfe- 
Sm ren a. Med. ande. zr : cof, (an — 1)o 
" nbfn- f2 
qui E Sm ne E (an — e 
Hiernach wird E ? 
2f2(n-1) 
n2f2(n-1 et; Sang A? ES 


) 


Muir c M Er 


Nun iſt aber aus den beyden nd 8 
T 4 fan 
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ES qiios: debo un ern 
san ga PEL e? SC 

Pi bé RIO a und alſod er ee e 
fn ` gods 
4bc RE ag?raa — Tr IMS 2ccf* 

g f2n : gan 
Braucht man dieſen Werth, ſo wind 

ST deg, 2f2n-2 22ag2n 2 cc fzn 


ZT gama Copa Webb f. sëch d 


2 


di fiori sett oder : on, 


O2 ＋ q 


n?(2aag4n — bbf2n 2n. an ac clas) 
DS er; 
Ferner pa wë MEME 
* m4 E * iln mis — 1144 ` 
ae, I fin. (mg ES E E fin.(2n—m—1)e 
o Qu ^ 


— —— —— 
1 585 pu 


ae Um e t SS 
nbfnta-x ' 2ncfini22-1 
gn DE cof (n—m—Det 


gmizn-r pee 


Hat man dieſe mot gefunden, fo. Af der acude Linfge 
che Bruch 
2fg(q — . POm. ei: 280 Twp — feoten ' 
Gn t SENT T dee éi La" 
$. 417. 

Es laſſen ſich aber dieſe Brüche auf eine ſeichtere Art 
ausdrucken, wenn man die Faktoren des Renners ſelbſt 
beſtimmt. Es ſey alſo der Renner des gegebenen Bruchs 

a ban. 
Setzt man den dreytheiligen Faktor deſſelben 
ff — 2fgxcof.g F SEXX. :, 4 
ſo iſt nach dem, was wir Sven ín Lis Einleitung gefagt 
haben, 
ar 
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: 3 bla a 

ar SE = yon nn? ro; 

Da alſo Dunn So iſt, ſo ſſt entweder ne (K — 1)» 
oder nd Saks; im erſten Falle ift col. ne = — I, im 
letzten aber cofn$ — T1. Sind ‚demnach a und b pofis 
tive Größen, fo hat der erſte' Fall allein ſtatt, wo denn 

bin . ; 
. und daher Se IET 


Ge N et Wi T NR 
mc e I" i  deniii uud 


wird. Statt dieſer Irrational⸗Größen wollen wir indeß 
die Buchſtaben Fund g beybehalten, oder vielmehr a = fr 
undb = gu ſetzen, ſo daß die Faktoren e: T n fer 
„(ak — 0s Kk — 


gx? zu ſuchen ſeyen. Saal de "if, wo k 


jede gue pofitive Zahl bedeuten kann, ſo lange —.— 


kleiner als eins bleibt: ſo ſind die BE der Sone 

^ fep gos folgende: 

— ff — wen Zeene ` 
ff als cor T ggxx 


1 — fg of Tgss 
` 5 x. N Sg 
Bedeutet abet n eine gerade Zahl, fo muß man nicht vers 


geſſen, daß der eine Faktor ein zweytheiliger, nemlich 


f t gx feo, dergleichen hingegen nicht ſtatt finder, wenn n 
eine ungerade Zahl iſt. , 


N 


2 8 ens 
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E 


Ser N "s * ſeine einfachen Brüche auf zu⸗ 
mi D eh Ehe! 
is Da ER deeptpeilige Store des Nenners in der 
Form e 


f -— afgx cot Ur t ggxx 
enthalten find, fo if nach dem Borpergependen 
az fbcg "m = Du Xs 
PER 1 2886 5 folglich 
E (a—m— 1e; = fin. (niDe- NU 1 Ok 
| Ge und 


d Ge en -m-1)ö tert ër e edi (mt 25 — *. 


und der einfache Bruch, der aus jenem Faktor dus 
e ke SKS * Dae eee e té E 2 


nfu- m- gm (ff — afg R n Tggxx) 


Demnach laͤßt ſich der gegebene Ma in folgende einfache 
Brüche aufloͤſen 
offin. Tn. (a EN UNT. 3 ior m (ER fcof.—) 


mt. ———— 
afı- m r gu (ff feel ` t ggxx). ! 


affın.2 En En: I — ac gr — bet? 


os rgu(ff— afgxcof.”” T ggxx) 
\ 2ffin, 
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SÉ EE twin AEN 


2ffin.—fin. 
Se: 


nfn-m- 1 gcc — api T: E | 


= 262333 159 $831 


Iſt P? n eine gerade Zahl, fo erhält n man auf diese Yet 5 


alle einfache Brüche, ift aber mungerade, fo muß man we⸗ 
gen des da e gx nod AE ben eg 
7 rh I CB 

ngn-m-rgm(f d gx) 
addiren, wo das obere Zeichen gilt, wenn m eine gerade, 
und das untere, wenn m eine ungerade Zahl bedeutet. 
Iſt m größer als n, fo muͤſſen zu dieſen Brüchen auch noch 
folgende Ganze addirt werden: f 

Ax men  gBxm-2m 4 Cxm-3n ＋ Dym-an SÉ Dä 

fo lange die Epoönensg Ke bleiben. Peer ijt 


Ag" — = Ij » folglich A es — — 

d S* | 

5 fn 

Af» T Bg D o; brc 

' : f2n 
Bares c0; Ge? DM 

fan 

Cf» +Dg=o,;, | D 5 gm 

xL MT es 


Zweytes Exempel. 


Den Bruch in ſeine einfache Minus auf⸗ 


1 E 
xm(( 1 Cé AN 
3ulófen. 
Was die Faktoren von in + gran betrifft, fo: entſprin⸗ 
gen daraus * die Brüche, welche wir daraus im vor⸗ 


her⸗ 
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hergehenden Exempel hergeleitet haben, wenn man nur m 
negatio nimmt. Wi Wir haben affo nur noͤthig, die aus dem 
andern Faktor xm. n entſpringenden einfachen Brüche aufzu⸗ 
ſuchen, und diefes geſchieht am bequemſten auf folgende 


Art. Man ſetze den gegebenen Bruch tes Ss 


31]? $1338 748 get. A pa $txn-m 37 Ca A 
Sn du 6 gehn Arm GH hotemein 
ra HIRTEN 11826 ^ 039 138 


WB eet, 1 folglich Ag 


ar E Seen erg 


6 i: Sao IRE Pj Ls d 


ET DE d noch degatio, z^ muß, man auf Shntiche Art 
verfahren, ſo daß, wenn m eine nach Belieben große Zahl 
bedeutet, folgende einfache Bruͤche e t 

A Bid or om ZE 


xm. T Au n T xm-2nu Fo xm xm-3n, xL iE 
> p- 2 


fo lange bic "bei ie, c x poſitiv bleiben. Dabey ift 


er. folglich A = — 
Age A Bla = - Wes 35 
t PS? : : H | 20 
Sg» T Cf o; c en 755 
; ^ / 3n 
eg" bb co SE feet eer 
a" EE ag 


Die einfachen Brüche, worin ſich der gegebene Bruch auf⸗ 
loͤſen läßt, find uam 
1 3 gan $ eg n 
Dam bp fz»xm-n t fingn-2n T fAnxm- 3n t Ze . 


A — 
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fiiia." in. S cas gita ! 


pr I GC 2 e on * 38%) 


ge Dr. im "s 


8 Fin m bg cof. — ——— 05 (g beo o7), 


nínm-i(ff — AEn : ggxx) 


ser Lis — -I)r 


-afginfin. fin. —2gmgof, -— —— ge mA. 5 


nínjm- 10 2fgx co " $gxx) 


Iſt n eine ungerade Zahl, ſo muß wegen des Faktors f gx 
hiezu noch der Bruch 
GR 
abbirt werden, wo das obere Zeichen gilt, wenn m eine 
geras. Kë das as wenn m eine t ungerade Zahl iſt. 


e 
Nun wollen wir auch die Formel a T ban für den Fall 
erwaͤgen, wenn b eine megatibe Größe e und die Funk⸗ 
tion 
fi — een 
als gegeben betrachten, die allemal den Faktor gx, und 
wenn n eine gerade Zahl iſt, auch den Faktor k gx hat. 
Die übrigen Faktoren find dreytheilige, und ſetzt man ihre 
allgemeine Form a 
: 8 — aígxcofó ] ggxk - e 
fo wird f» — ſocof ne = o, und faſin. no = o oder Dong 
t o und eotang = 1. Soll dieſen Bedingungen ein Ges 
nuͤge geleiftet werden, fo muß np aks ſeyn, wenn k⸗ 
` er jede 
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jede ganze Zahl bedeutet, und daher = ar genommen 
werben. Es ift demnach der exu gaftor 
fe 2fgx. colt t ggxx 


und wenn man fuͤr 2k alle die nidis Zahlen fett, die klei⸗ 


ner als n find, fo findet man alle dreytheilige Faktoren. 
Sie ſind 


— 


. — atg x cof f ggxx 
s — 2fgx cot. T ggxx 
1 a (gxcot t t ggx* 


c. 


— d 


ries Eremvel. 


Den Bruch FE in feine einfachen Brüche aufzu⸗ 


. lófen. ` 
Da der Nenner. den Faktor f — gx hat, fo ergiebt ſich 
daraus ein Bruch von der Form u deſſen Zähler auf 


folgende Art gefunden wird. Man Ze xm P und fn — 
g?xn zz Q, fo it dQ = — ng?xn-t, und 
— gxm xm 

f d SH 
Ka? annimmt. Alſo A = DE 


und folglich der aus dem Faktor Fraën entfpringende 


Bruch 
1 


E 


V. dem Gebrauch der Differenzialrechnung ꝛc. 303 
nun- m- Iom(f —— gx) 

Iſt n eine gerade Zahl, ſo wird auch ein Faktor des Nenners 

d: 2 und ſetzt man den daher eee Bruch = 


o wird 
e REEL p gm 
«a ng ES ngn-rixn-r 


— E zo 
wenn man x g^ nimmt. Da nun in dieſem Falle 
n — I eine ungerade Zahl ift, fo wird gn-1xn-x — — 

— . 
u- 1; am aber mr wo das obere Zeichen gilt, wenn 
m eine gerade, und das untere, wenn es eine ungerade 


Zahl iſt. Und da — iſt, ſo wird der aus 


a 
dem Faktor k gx entſpringende einfache Bruch folgender: 
AE 

e n fu -m 5 gx) 
Ferner ift die allgemeine Form der dreytheiligen Faktoren 
| ff — fg sco t ggxx 
und aus der Vert n, mit oui erften Exempel §. 416. 
ergiebt ſich 
2k 
c ln; b — gn; und o = . 
Hieraus fließt 
fin. = o; going = 1; alfo 


ſin. (u — m — 1)? = ſin. (m f WI fin n Us 
n 


und 


cof.(n — m — 1)0 == cof.(m A 19 - col. m T Ds 
n 


Dem: 


304 Dritter Theil. Achtzehntes Capitel. 


Demnach iſt der aus dem dreytheiligen Faktor entſprin⸗ 
gende beni 


afi 


en cg D Dr sun wi a y 


-— 


n(n-m- x 2805 HEC. n ggxx) 


und die rn einfachen Brüche find: 
41^ 
p(n-m-: Zem — gx) 


„ am e, Zë Ee 


TE „En. SS foo 00.) 


nfi-»i-t mr — afgxcof T BER) 


Ker E gett 


px ‚fin. a CS 


nfazm- xgm(ff— agn Se, BSEXX).. 


—acbt 


6(mire 
ed n^ 


uoce oss aeter 


Ree com T ggax) 

D ! | 

oft: n eine gerade Zahl, do muß man noch den Zë, ; 
S 

` nim Tg (f T gx) 
frëen, und dabey das obere Zeichen nehmen, wenn m eine 
gerade, und das untere, wenn m eine ungerade Zahl ift, 
Iſt ferner m nicht kleiner als n, fo muͤſſen noch die Ganzen 

Axm-n 4 pxm-2n + Cxm In T Dxm- an ＋ 26 
ſo lange die 8 nicht negativ werden, dazu kom⸗ 

men, und ve ift 909 


* 


— 


/ 
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A A. C D 
— Tx xm-n 1 mz n t xm-3n Toe 
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Die einfachen Bruͤche, worin der gegebene Bruch ſich ed 
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1 E gan gin 
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addirt werden muß, wenn n eine gerade Zahl ift, im enk 
gegenſtehenden Falle aber nicht. Von den beyden Zeichen 
gilt uͤbrigens das obere — wenn m eine gerade, und das 
untere T, wenn m eine ungerade Zahl ift. 
$. 419. 

Auf dieſe Art laſſen fic) alſo alle Brüche, deren Nen⸗ 
ner aus zweyen Gliedern wie a f bx? beſtehen, in einfache 
Brüche aufloͤſen. Hat aber der Renner drey Glieder, z. 


B. a T ban Tera, fo kommt es zuvoͤrderſt darauf an, 
N ob 
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ob er in zwey reelle Faktoren von der vorigen Form zer⸗ | 
faͤllt werden kann oder nicht. Iſt dies, ſo kann man ihn 
auch nach der beſchriebenen Methode in feme einfachen 
Brüche aufloͤſen. Denn hat man z. B. den Bruch 


Ama 22 nde 


(fe Te 4 hoan) 
fo tàft fid derſelbe zuvörderſt in zwey Brüche von den 
CC ge 
v T xD : Sen" ` - 5; E 
ergRT gus i 
verwandeln, fo daß af t ee = = k und ahn 4: gg — o ift. 
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' agn 
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9: fat gf A hex 
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wird. Man mag indeß einen Weg einſchlagen, was fuͤr 
einen man will, fo läßt fid) jeder der gefundenen Brüche 
nach der beſchriebenen Methode behandeln, und die Sum⸗ 
me der alsdann gefundenen Partial; Bruͤche iſt atfemat 
dem gegebenen Bruche gleich. 


u 2 $. 420. 
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| Auf äbnliche $ Art reicht die erwähnte Methode bin, 
wenn der Renner aus mehrern Gliedern beſteht, z. B. 
a + ban F exon  dx3n + exan T ꝛc., wofern nur derſelbe 
in Faktoren von der Form fu & gun aufgeloͤſet werden 
kann. Denn ſollte z. B. der Bruch 
2 WAR 
VE quar uer EE d n 
in feine einfachen Brüche aufgelöfet Bien fo wuͤrbe man 
denſelben zuvoͤrderſt in die Bruͤche 
Axm Bam GES à pam e 
wer o E tim es 
verwandeln koͤnnen, und gäere srt aan 
A „ AX 
^ (b — e n 
2 es e 
ay (a — bXe- — 59 — b 
A = = = e ii 
: * "r6 
Nach diefer Vorbereitung aber ift es leicht, bie aus jedem 
jener Bruͤche entſpringenden Partial⸗Bruͤche zu finden, 
und ihre dem gegebenen Bruche gleiche Summe zuſammen⸗ 
zuſetzen. 


bat aber dë Renner, wie at bes T c xad des i 6 
nicht lauter reelle ‚Saft oren, ‚von. der Form. e + gar, 
muß man je zwey imaginäre, Faktoren zuſammen Gay 
Wir mollentoalto fegen, das Produkt jeder wege VK 
naͤrer Faktoren ſey 
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M. ba dieſer Ausdruck keine einfache reelle Faktoren ent: 
hält, ferner annehmen, daß die ene Faktoren die 
allgemeine Form haben, 
ff — 2fgxcof2 t ggxx 
deren Anzahl daher n ſeyn wird. Setzt man bey dieſen 
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